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Chapitre 1

Introduction

Les progrès des outils d'acquisition, de modélisation, et d e visualisation

d'objets 3D ont provoqué l'augmentation du nombre de modèle s 3D dispo-

nibles sur le WEB ou dans des bases spécialisées. Le traiteme nt ef�cace des

objets géométriques exige - comme dans tous les autres domai nes de l'infor-

matique - la conception des structures de données approprié es. Pour chaque

problème spéci�que dans le traitement de géométrie, nous po uvons identi�er

un ensemble d'opérations par lesquelles le calcul est domin é et par conséquent

nous devons choisir une représentation appropriée qui sout ient l'exécution ef-

�cace de ces opérateurs.

Dans la littérature, de nombreux travaux ont donc contribué au développe-

ment de méthodes ef�caces pour représenter et manipuler ces objets 3D. Nous

pouvons distinguer différents types de représentations d' objets 3D, parmi les-

quelles les représentations combinatoires du type maillag e, les représenta-

tions algébriques et les représentations discrétisées du t ype voxel.

– Représentation par surface polyédrale. Dans cette catégorie, les mo-

dèles sont représentés par leur frontière [ 11 , 19 ] composée d'un en-

semble de facettes polygonales planaires. Ces polygones so nt limités

par un ensemble d'arêtes, chacune dé�nie par ses deux extrém ités.

Les maillages triangulaires constituent la forme la plus po pulaire de

surfaces polyédrales (cf. la �gure 1.1(a) ).

– Représentation algébrique. Dans la catégorie des surfaces algébriques,

on trouve notamment les surfaces implicites qui sont décrit es par

une équation implicite de type f (x; y; z) = 0 .

– Représentation par voxel. C'est une représentation de l'objet par une

1



2 CHAPITRE 1 : Introduction

union de régions unitaires et élémentaires disjointes [ 79 , 57 ], ap-

pelées voxels (cf. la �gure 1.1(b) ). À la différence de la représenta-

tion par frontières, elle est particulièrement utile pour r eprésenter

les données volumiques. L'exactitude de cette représentat ion dépend

de la taille des voxels.

(a) (b)

F IG . 1.1 – Représentation d'une tasse par un maillage triangula ire (a) et par
voxel (b). (images extraites de [ 8])

La conversion d'une représentation par voxel ou d'une surfa ce implicite en

une représentation par surface polyédrale peut être faite p ar application de la

technique du Marching Cubes [60 ].

Les représentations maillées et implicites des objets faci litent la manipula-

tion d'objets 3D. Cependant, ces représentations ne sont pa s toujours satisfai-

santes dans certaines applications, comme par exemple le �l trage. Certaines

représentations ont été proposées qui s'intéressent plus p articulièrement à la

décomposition fréquentielles d'objets 3D. Elles sont util isées dans une variété

d'applications comme par exemple, la représentation multi résolusion, la re-

connaissance de forme, le �ltrage, etc. Le travail présenté dans cette thèse

s'inscrit dans cette problématique.

1.1 Représentations fréquentielles

On assiste ces dernières années à un regain d'intérêt pour le s représenta-

tions multirésolution et le �ltrage de surfaces. L'approch e la plus utilisée est la

construction de représentations fréquentielles utilisan t la décomposition d'un

signal représentant l'objet dans des bases de fonctions [ 59 , 109 ]. Les basses

fréquences du signal correspondent aux traits grossiers de l'objet alors que les
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hautes fréquences correspondent aux détails plus �ns et au b ruit. Les com-

posantes correspondant aux basses fréquences suf�sent pou r représenter et

capturer la forme globale de l'objet.

La plupart des méthodes spectrales ont un cadre commun, qui p eut être,

en gros, résumé comme suit :

1. Utilisation d'un domaine de paramétrisation des formes 3 D, dont le choix

dépend de l'application.

2. Détermination d'un ensemble de fonctions de base orthogo nales.

3. Calcul des produits scalaires entre une fonction dé�niss ant l'objets et ces

fonctions de base.

Ces produits scalaires dé�nissent le spectre du développem ent de la fonction

donnée par rapport à cet ensemble de fonctions de base. Grâce à la propriété

d'orthogonalité de ces dernières, le développement est uni que. Un ensemble de

fonctions de base très utilisé est constitué des fonctions p ropres de l'opérateur

Laplacien (cf. la section 2.1.3 ). Dans le cas continu, ces fonctions propres cor-

respondent aux exponentielles de Fourier dans le cas des dom aines planaires

et aux harmoniques sphériques dans le cas des domaines sphér iques.

En raison de leur contribution à des applications variées (l 'éclairement glo-

bal [ 48 , 9], le calcul de descripteurs de forme [ 28], la reconstruction de sur-

faces étoilées [ 97 ], et le �ltrage de surfaces 3D [ 110 ], etc.), les harmoniques

sphériques sont le point de départ de nos travaux. Nous nous i ntéressons plus

particulièrement à la décomposition en harmoniques sphéri ques des fonctions

sphériques paramétrant les objets 3D. Les méthodes décrite s dans la litté-

rature pour calculer la représentation en harmoniques sphé riques de telles

fonctions sont toujours basées sur une voxelisation de l'es pace dans lequel

est plongé l'objet. La précision de la représentation dépen d alors de la taille du

voxel qui est dif�cile à prévoir pour une précision souhaité e.

1.2 Notre contribution

Dans cette thèse, nous proposons de calculer une représenta tion en har-

moniques sphériques directe et ef�cace des fonctions sphér iques dé�nissant

les maillages 3D, ceci sans voxelisation préalable. Puisqu e le calcul des har-

moniques sphériques est limité aux objets sphériques, nous nous sommes in-
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téressés dans un premier temps aux objets 3D étoilés par rapp ort à un point.

De tels objets comportent une paramétrisation sphérique na turelle. De plus,

ces objets peuvent être représentés par une fonction sphéri que mesurant la

distance radiale des points de la surface par rapport au poin t d'étoilement.

Nous montrons comment les coef�cients du développement de c ette fonction

en harmoniques sphériques peuvent être calculés directeme nt sur la descrip-

tion de maillage. En fait, les coef�cients sont calculés par des évaluations sur

les triangles du maillage. Ceci nous permet de contrôler, pa r avance, la pré-

cision de la représentation en harmoniques sphériques de l' objet. Nous avons

ensuite poussé plus loin ce mode de calcul (calcul sans voxel isation) en mon-

trant que les coef�cients des harmoniques sphériques peuve nt être calculés

par des évaluations sur les arêtes du maillage. Ceci nous per met d'ajouter plus

de contrôle sur la précision de la représentation ainsi qu'u n gain de temps non

négligeable par rapport à l'évaluation sur les triangles.

Pour les maillages non étoilés, les résultats précédents so nt également va-

lables moyennant une conversion en plusieurs maillages sph ériques ou une

paramétrisation sphérique préalable si l'objet est de genr e zéro. Nous ap-

pliquons ensuite notre mode de calcul à la fonction sphériqu e associée au

maillage obtenu. Pour les maillages de genre non nul, les obj ets sont segmen-

tés en maillages étoilés. Puis, nous appliquons notre calcu l des harmoniques

sphériques à ces sous maillages. Une représentation par sur face implicite est

obtenue pour chacune des parties. Ces représentations sero nt fusionnées de

façon classique (mélange) pour recomposer l'objet en entie r.

En�n, nous illustrons l'ef�cacité de notre représentation en harmoniques

sphériques des maillages étoilés à travers un certain nombr e d'applications

comme la représentation des formes dé�nies à partir de nuage s de points,

ainsi que le transfert de texture géométrique et la correcti on locale de surfaces

3D. La �gure 1.2 illustre notre schéma pour calculer une représentation en

harmoniques sphériques à partir d'un objet 3D.

Cette thèse est organisée comme suit. Dans le chapitre 2, nous résumons

les différentes catégories de représentations fréquentie lles des modèles 3D.

De plus, nous présentons les approches utilisant le calcul d irect des caracté-

ristiques géométriques à partir de la description de l'obje t. Dans le chapitre

3, nous pro�tons du fait que les maillages triangulaires 3D pe uvent être dé-

composés volumiquement en un ensemble de tétraèdres signés . Pour calculer
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F IG . 1.2 – Représentation d'objets 3D en harmoniques sphérique s.
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directement sur le maillage, la transformée en harmoniques sphériques de

la fonction indicatrice de l'intersection du volume de l'ob jet et une sphère.

Nous montrons également comment utiliser ce mode de calcul d ans la recon-

naissance de formes 3D. Dans le chapitre 4, nous nous intéressons aux objets

étoilés par rapport à un point. Dans ce cas, la fonction sphér ique concernée est

la fonction mesurant la distance radiale à partir du point d' étoilement. Nous

montrons comment calculer le développement de cette foncti on en harmo-

niques sphériques directement sur les triangles et sur les a rêtes du maillage.

Dans le chapitre 5, nous illustrons la manière par laquelle sera appliqué cett e

représentation fréquentielle aux objets non étoilés. Il s' agit de traduire ces ob-

jets 3D en un ou plusieurs sous domaines sphériques. Nous pré sentons aussi

quelques applications de la représentation fréquentielle proposée. En�n, nous

concluons ces travaux dans le chapitre 6.
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La décomposition fréquentielle d'un signal est intéressan te pour l'analyse

des différents niveaux de détails présents dans le signal et s'applique au �l-

trage, à la compression et à la transmission progressive. El le est utilisée pour

convertir un problème donné en autre problème équivalent pl us facile à ré-

soudre. L'idée est de décomposer le signal en une base de fonc tions ortho-

gonales. La forme globale du signal correspond aux basses et moyennes fré-

quences, alors que les hautes fréquences correspondent aux détails plus �ns

et au bruit.

La transformée de Fourier est un outil utilisé pour la décomp osition dans

des domaines très variés comme par exemple pour l'analyse de systèmes li-

néaires ou des systèmes systèmes optiques, et pour la modéli sation de pro-

cessus aléatoires. La transformée de Fourier est une techni que mathéma-

7
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tique permettant de déterminer le spectre de fréquences d'u n signal. C'est

une représentation globale du signal qui ne permet pas d'ana lyser le compor-

tement fréquentiel local. Un algorithme très ef�cace [ 18 ] pour le calcul rapide

de cette transformée a été développé en 1965. Cette méthode, la Transformée

de Fourier Rapide TFR, sépare les fréquences paires des fréquences impa ires

pour diminuer le nombre d'opérations.

A la différence des médias traditionnels ayant des fonction s ou des si-

gnaux régulièrement échantillonnés et dé�nis sur la géomét rie planaire, les

surfaces maillées sont le plus souvent courbes, de connecti vité irrégulières et

leur paramétrisation continue demeure un problème géométr ique ouvert. Elles

s'adaptent dif�cilement à l'analyse de Fourier et à la trans formée de Fourier

discrète. Par conséquent, le dé� principal pour le traiteme nt des signaux géo-

métriques (DGP - “ Digital geometry processing ”) est d'essayer d'étendre les mé-

thodes opérant dans l'espace Euclidien aux paramétrisatio ns naturelles des

surfaces à variété arbitraire. Le problème reste non résolu jusqu'à présent

même si de nombreuses tentatives ont eu lieu [ 94 , 102 , 110 , 59 ].

Le �ltrage de surfaces est considéré comme l'opération la pl us importante

dans le domaine du traitement des signaux géométriques. Un � ltre est une

opération très connue dans le traitement de signaux géométr iques. Il atténue

certaines composantes d'un signal et en laisse passer d'aut res. Un �ltre modi-

�e (ou �ltre) certaines parties d'un signal d'entrée dans le domaine spatial et

dans le domaine fréquentiel. On peut classer les �ltres à par tir de la forme de

leur fonction de transfert. Les �ltres les plus courants son t de l'un des quatre

types suivants : passe-bas, passe-haut, passe-bande ou cou pe-bande.

Grâce à cette opération de �ltrage, la représentation fréqu entielle des sur-

faces a reçu une grande attention durant ces dernières année s [13 , 34 , 96 , 46 ].

En fait, le problème consiste à interpréter une forme 3D comm e un signal,

et à utiliser un ensemble de fonctions de base adapté à sa déco mposition.

Les �ltres passe-bas peuvent être appliqués pour réduire le bruit suscité par

les composants correspondants aux hautes fréquences, ou al ors créer des ni-

veaux de détails pour les surfaces 3D.
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2.1 Décomposition des surfaces 3D

L'extension des méthodes de décomposition fréquentielles à la géométrie

de modèles 3D a fait l'objet de plusieurs travaux au cours de c es dernières

années. Conceptuellement, cette généralisation peut être accomplie par les

fonctions propres du Laplacien grâce aux propriétés de l'or thogonalité de ces

fonctions. Taubin [ 96 , 95 ] a commencé le travail dans cette direction en propo-

sant des méthodes spectrales de maillages irréguliers en ut ilisant le Laplacien

discret a�n d'appliquer le lissage Gaussien itératif aux ma illages triangulaires.

Plus tard, cette méthode a été améliorée par Desbrun et al. [ 20 ] qui ont abordé

la dif�culté de la discrétisation du Laplacien sur la géomét rie en utilisant les

changements des courbures sur la surface pour la réduction d u bruit. Même

si ces méthodes sont basées sur des concepts empruntés au tra itement fré-

quentiel, elles ne calculent pas de façon explicite une repr ésentation fréquen-

tielle de la surface de l'objet. Par conséquent, les �ltres c orrespondants, tels

que le lissage Gaussien par exemple, doivent être développé s dans le domaine

spatial.

Dans cette section, nous nous sommes intéressés aux méthode s qui peuvent

produire un ensemble de spectres à partir d'une surface 3D. C es spectres

peuvent être explicitement analysés et manipulés. Dans la l ittérature, le cadre

commun de toutes les méthodes spectrales consiste à trois ét apes principales :

– Choisir le domaine de paramétrisation, 
 , le plus adapté à l'application,

– Déterminer un ensemble de fonctions de base orthogonales, f ei g, dans ce

domaine de paramétrisation,

– Calculer les produits scalaires < f; e i > , appelés le spectre de fréquences,

entre une fonction f dé�nissant l'objet et l'ensemble de ces fonctions

orthogonales.

Mathématiquement, les produits scalaires < f; e i > sont dé�nis comme une

intégration sur le domaine 
 :

< f; e i > =
Z



f ei d! (2.1)

Le plus souvent dans la littérature, la fonction f sur laquelle sont calculés ces

produits scalaires est une fonction discrétisée sur une gri lle régulière car on

pro�te alors de techniques de calcul rapide similaires à la T FR. On commet

alors une erreur d'approximation de la fonction qui se repor te sur le calcul des
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coef�cients et qui est directement liée à la résolution de la grille. Cette erreur

est dif�cile à maîtriser directement et localement : il est d if�cile de connaître

la résolution requise pour approximer les coef�cients avec une tolérance �xée.

Selon l'ensemble de fonctions de base, nous pouvons classi� er la décompo-

sition fréquentielle de surfaces 3D en plusieurs catégorie s comme par exemple

la décomposition par Fourier, par les harmoniques sphériqu es et par les vec-

teurs propres du Laplacien. Dans les sous sections suivante s, nous allons

détailler ces catégories ainsi que leurs principes de base.

2.1.1 Décomposition par transformée de Fourier

L'analyse de modèles 3D par des représentations fréquentie lles utilisant

la transformée de Fourier a permis, entre autre chose, de tra vailler sur : la

mesure de similarité entre les formes 3D [ 100 ], la reconstruction de surface

[49 ], le �ltrage de surface [ 75 ] etc.

Les techniques de traitement d'image exploitent avec succè s les représen-

tations fréquentielles pour mettre en application une vari été d'algorithmes de

traitement spectraux comme l'enlèvement de bruit, l'accen tuation des contra-

stes dans une image, la détection et l'extraction de traits c aractéristiques, le

sur-échantillonnage et le sous-échantillonnage [ 29 ]. L'extension de cette ap-

proche aux modèles géométriques généraux rencontre des dif �cultés dûes à

un certain nombre de limitations intrinsèques de la transfo rmée de Fourier

conventionnelle. D'abord, elle exige une paramétrisation globale sur laquelle

les fonctions de base sont dé�nies. Ensuite, la plupart des a lgorithmes néces-

sitent des modèles régulièrement échantillonnés. Nous all ons montrer dans

cette section comment les méthodes actuelles ont surmonté c es limitations

pour représenter et manipuler les surfaces 3D par la transfo rmée de Fourier.

Pauly et Gross [ 75 ] ont représenté des nuages de points de variétés ar-

bitraires par un ensemble de morceaux de surface. Le partiti onnement de

la surface est fait de telle sorte que chaque morceau soit pro jetable sur son

plan moyen. L'ensemble de plans moyens sont considérés comm e domaines

de paramétrisation dans lesquels les transformées de Fouri er 2D peuvent être

appliquées. Les morceaux de surface peuvent être décrits pa r un ensemble

de champs de distance régulièrement échantillonnés sur la s urface. En uti-

lisant ces morceaux de surface, les auteurs ont appliqué la t ransformée de

Fourier discrète (TFD) aux champs de distance dé�nis sur ces morceaux pour
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F IG . 2.1 – Le pipeline de la méthode proposée par Pauly et Gross (i mage ex-
traite de [ 75 ]).

obtenir un ensemble de représentations fréquentielles loc ales. La �gure 2.1

montre le pipeline de la méthode. Dans la première étape, le n uage de points

est décomposé en un certain nombre de patchs surfaciques qui recouvrent le

modèle. Un patch surfacique est dé�ni comme une collection d e points échan-

tillonnés d'une région connexe de la surface. Le découpage d u nuage de points

est fait de sorte que la surface représentée par chaque patch peut être expri-

mée comme champ de distance sur un domaine planaire. Chaque m orceau de

la surface est échantillonné sur une grille régulière. Ensu ite, la transformée

de Fourier discrète est appliquée au champ de distance dé�ni sur ce mor-

ceau pour obtenir une représentation spectrale locale. En u tilisant les �ltres

spectraux appropriés, les auteurs ont pu directement manip uler le spectre de

Fourier pour réaliser une variété d'effets tels que la suppr ession du bruit ou

son accentuation.

Kazhdan [ 49 ] a utilisé une représentation fréquentielle de la fonction indi-

catrice d'un volume borné par un nuage de points orientés pou r trouver une

approximation de la surface représentative des points. Le d omaine de paramé-

trisation dans ce cas est l'espace cubique englobant le nuag e de points dans

lequel les transformées de Fourier 3D peuvent être appliqué es. Cette approche

pro�te du fait qu'un ensemble de points orientés prélevés de la surface d'un

modèle fournit de façon précise assez d'informations pour c alculer les inté-

grales surfaciques. Kazhdan a utilisé la théorie de Stoke po ur transformer les

intégrations volumiques de la transformée de Fourier en des intégrations sur-

faciques sur le nuage de points. Étant donné un modèle solide M et sa fonction
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indicatrice � M , on peut calculer les coef�cients de Fourier de � M par :

�̂ M (l; m; n) =
Z Z Z

R3
� M (x; y; z)e� i (lx + my + nz )dxdydz

=
Z Z Z

M
e� i (lx + my + nz )dxdydz

(2.2)

En utilisant la théorie de Divergence, l'intégration volum ique est simpli�ée par

une intégration surfacique comme suit :

�̂ M (l; m; n) =
Z Z Z

M
e� i (lx + my + nz )dxdydz

=
Z

@M
< F l;m;n ; ~n > ds

(2.3)

où @Mest la surface de M , ~n(p) est la normale à la surface au point p et F l;m;n

est un champ vectoriel satisfaisant la condition suivante :

(r � F l;m;n )(x; y; z) = e� i (lx + my + nz ) (2.4)

Le point intéressant de cette méthode est que le calcul de la r eprésentation

fréquentielle du modèle peut être appliqué directement à un nuage de points

munis des normales. Dans cette approche, les données en entr ée sont consti-

tues d'un ensemble de points orientés. Les coef�cients de Fo urier �̂ M de la

fonction � peuvent être calculés en utilisant l'approximation de Mont e Carlo :

�̂ M (l; m; n) =
1
N

NX

j =1

< F l;m;n (pj ); ~nj > (2.5)

Cependant, l'auteur utilise une voxelisation du nuage de po ints pour convertir

cette représentation fréquentielle en une formulation imp licite. A partir de

cette formulation implicite, une surface approximant l'en semble de points par

l'utilisation de la technique de marching cubes [64 ] est obtenue. La �gure 2.2

illustre les étapes principales de la méthode en 2D.
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=) =)

F IG . 2.2 – Les étapes principales de la méthode de Kazhdan (image s extraites
de [49 ]).

2.1.2 Décomposition en harmoniques sphériques

Comme la transformée de Fourier, la transformée en harmoniq ues sphé-

riques a fait l'objet de nombreuses études dans le domaine de l'informatique

graphique. Elle a été utilisée dans des applications variés comme l'éclairement

global [ 32 ], le calcul de descripteurs de forme [ 51, 50 ], la reconstruction de

la surface approximant un ensemble de points étoilé par rapp ort à un point

[97 ], la représentation fréquentielle et �ltrage de surfaces 3 D [68 , 110 ], etc.

La décomposition en harmoniques sphériques peut être appli quée aux do-

maines non sphériques en utilisant une paramétrisation sph érique. Celle-ci

est utilisée en particulier pour les formes 3D décrites par d es maillages tri-

angulaires [ 110 ]. Les méthodes courantes pour calculer la représentation e n

harmoniques sphériques de fonctions sphériques, dépendan tes de l'applica-

tion, échantillonnent souvent ces fonctions sur une grille 2D régulière ou une

grille 3D entourant la sphère (voxelisation). En�n, un algo rithme est appliqué

sur cette grille régulière pour évaluer les coef�cients des harmoniques sphé-

riques [ 36 , 67 , 92 ]. Dans cette partie, nous allons détailler quelques méthod es

de représentation en harmoniques sphériques des modèles.

Nous rappelons d'abord quelques dé�nitions mathématiques utilisées dans

cette thèse. Nous allons présenter les notions de base du sys tème de coordon-

nées sphériques ainsi que les harmoniques sphériques. Nous allons montrer

ensuite comment les fonctions sphériques sont décomposées sur la base des

harmoniques sphériques, cette décomposition s'appelle la transformée en har-

moniques sphériques , THS.
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2.1.2.1 Le système de coordonnées sphériques

Le système de coordonnées sphériques est un système permett ant la repré-

sentation des �gures géométriques dans l'espace tridimens ionnel en utilisant

trois coordonnées (r; �; ' ) ; où r est la distance de l'origine, � 2 [0 � ] est l'angle

F IG . 2.3 – Le système des coordonnées sphériques. Chaque �gure g éométrique
dans R3 est représentée par trois coordonnées (r; �; ' ).

avec l'axe z et ' 2 [0 2� [ est l'angle avec l'axe x dans le plan xy. � et ' sont par-

fois appelés les angles co-latitudinal et azimutal respect ivement, (cf. la �gure

2.3 ). Les trois vecteurs principaux sont :

r̂ =

2

6
4

cos' sin�

sin' sin�

cos�

3

7
5 �̂ =

2

6
4

cos' cos�

sin ' cos�

� sin �

3

7
5 '̂ =

2

6
4

� sin '

cos'

0

3

7
5 (2.6)

Ces vecteurs de base sont orthogonaux, c'est à dire :

r̂ � r̂ = �̂ � �̂ = '̂ � '̂ = 1 (2.7)

r̂ � �̂ = r̂ � '̂ = �̂ � '̂ = 0 (2.8)

Pour évaluer numériquement ou symboliquement les intégrat ions dans

chaque système de coordonnées, il est très important de dé�n ir les éléments

différentiels de base tels que le gradient, le jacobien et le s éléments de lon-

gueur et d'aire etc. On rappelle ici ces principaux éléments dans le système de

coordonnées sphériques.
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L'élément de longueur est :

ds = dr r̂ + rd� �̂ + r sin� d' '̂ (2.9)

L'élément d'aire est :

da = r 2 sin� d� d' r̂ (2.10)

Le jacobien est :

J
�

@(x; y; z)
@(r; �; ' )

�
= r 2 sin� (2.11)

Le gradient est :

r = r̂
@
@r

+
1
r

�̂
@
@�

+
1

r sin�
@

@'
(2.12)

Le Curl d'un champ vectoriel F = ( F r ; F � ; F ' ) est :

O � F =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
r sin�

�
@(sin � F ' )

@�
�

@F �

@'

�

1
r

�
1

sin�
@F r

@'
�

@(rF ' )
@r

�

1
r

�
@(rF � )

@r
�

@F r

@�

�

3

7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
7
5

h
r̂ �̂ '̂

i
(2.13)

Les coordonnées angulaires � et ' permettent également de localiser un

point q sur la sphère d'unité S2.

2.1.2.2 Les harmoniques sphériques

Les harmoniques sphériques sont la partie angulaire de la so lution de

l'équation de Laplace, r 2f = 0, dans le système de coordonnées sphériques

(cf. Annexe A). Dans ce dernier, l'équation de Laplace est écrite comme su it :

r 2f =
1
r 2

@
@r

�
r 2 @f

@r

�
+

1
r 2 sin�

@
@�

�
sin�

@f
@�

�
+

1
r 2 sin2 �

@2f
@'2

= 0 (2.14)

Les harmoniques sphériques sont dé�nis comme suit [ 15 , 37 ] :

f Y m
l (�; ' ) : m 2 Z; jmj � l 2 Ng (2.15)
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Y m
l (�; ' ) = ( � 1)mk(l; m)Pm

l (cos� )eim' (2.16)

où Pm
l est le polynôme de Legendre associé de degré l et d'ordre m [103 ] :

Pm
l (x) =

(� 1)m

2l l !
(1 � x2)m=2 dl+ m

dxl+ m
(x2 � 1)l (2.17)

et k(l; m) est la fonction de normalisation :

k(l; m) = ( � 1)m

s
2l + 1

4�
(l � m)!
(l + m)!

(2.18)

La �gure 2.4 montre une représentation graphique de la partie réelle des pre-

miers termes Y m
l , 0 � l � 2. Alors que le tableau 2.1 donne la représentation

analytique des premiers harmoniques sphériques.

(a) Re(Y 0
0 )

(b) Re(Y � 1
1 ) (c) Re(Y 0

1 ) (d) Re(Y 1
1 )

(e) Re(Y � 2
2 ) (f) Re(Y � 1

2 ) (g) Re(Y 0
2 ) (h) Re(Y 1

2 ) (i) Re(Y 2
2 )

F IG . 2.4 – La partie réelle de quelques premiers termes de Y m
l . La couleur

rouge représente les valeurs positives et la couleur verte r eprésente les valeurs
négatives.
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Y 0
0 (�; ' ) = 1

2

q
1
�

Y � 1
1 (�; ' ) = 1

2

q
3

2� sin� e � i'

Y 0
1 (�; ' ) = 1

2

q
3
� cos�

Y 1
1 (�; ' ) = � 1

2

q
3

2� sin� e i'

Y � 2
2 (�; ' ) = 1

4

q
15
2� sin2 � e � 2i'

Y � 1
2 (�; ' ) = 1

2

q
15
2� sin� cos� e � i'

Y 0
2 (�; ' ) = 1

4

q
5
� (3 cos2 � � 1)

Y 1
2 (�; ' ) = � 1

2

q
15
2� sin� cos� e i'

Y 2
2 (�; ' ) = 1

4

q
15
2� sin2 � e2i'

Y 0
3 (�; ' ) = 1

4

q
7
� (5 cos3 � � 3 cos� )

TAB . 2.1 – L'expression analytique de quelques premiers harmon iques sphé-
riques.

Décomposition en harmoniques sphériques Les harmoniques sphériques

constituent une base orthonormée dans l'espace de Hilbert L2(S2)1 où S2 est

la sphère unité. On considère l'espace de Hilbert L2(S2) correspondant à l'en-

semble des fonctions sphériques de carré intégrables sur S2. En effet :

Z 2�

0

Z �

0
Y m

l (�; ' )Y
m0

l0 (�; ' ) sin(� )d� d' = � l;l 0� m;m 0 (2.19)

où � u;v est la fonction delta de Kronecker :

� u;v =

(
1 si u = v;

0 sinon:
(2.20)

1L'espace de Hilbert est un espace vectoriel linéaire muni d' un produit scalaire dont l'espace
normé est complet. C'est à dire que toute séquence d'élément s qui converge, converge vers un
élément de l'espace.
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=
P

+ +

F IG . 2.5 – Le développement d'une fonction sphérique en harmoni ques sphé-
riques.

Étant donné une fonction sphérique 2 f : S2 �! R ; f peut être exprimée par

une combinaison linéaire des harmoniques sphériques comme suit :

f (�; ' ) =
1X

l=0

lX

m= � l

cl;m Y m
l (�; ' ) (2.21)

où les coef�cients cl;m , appelés coef�cients harmoniques d'ordre (l; m), sont le

produit scalaire < f; Y m
l > et sont égaux à :

cl;m = k(l; m)
Z 2�

0

Z �

0
f (�; ' )Pm

l (cos� )e� im' sin(� )d� d' (2.22)

Les coef�cients harmoniques cl;m sont complexes. Ils sont reliés entre eux par

la relation suivante :

cl; � m = ( � 1)m cl;m (2.23)

Ceci permet de faire la moitié du travail nécessaire autreme nt. La �gure 2.5

montre un exemple de développement d'une fonction sphériqu e comme somme

de quelques harmoniques sphériques. Les harmoniques sphér iques de degré

l génèrent un sous espace de dimension 2l + 1 dans L2(S2) correspondant aux

fonctions sphériques de largeur de bande l.

La transformée en harmoniques sphériques discrète Selon le théorème

d'échantillonnage de Nyquist, une fonction sphérique f ayant une largeur de

bande limitée � peut être reconstruite sans crénelage par au moins 4� 2 échan-

tillons. De ce fait, le calcul de l'intégrale dans l'équatio n 2.22 est réduit à

une somme �nie en utilisant un échantillonnage régulier dan s les directions

2Sans perte de généralité, nous allons traiter dans cette sec tion les fonctions sphériques
scalaires. L'extension vers les dimensions supérieures es t directe.
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azimutales et polaires :

cl;m =

p
2�

2�

2� � 1X

j =0

2� � 1X

k=0

a�
j f (� j ; ' k)Pm

l (cos� j )e� im' k (2.24)

où (� j ; ' k) = ( (2j +1) �
4� ; 2k�

2� ) sont les points d'échantillonnage, et a�
j est un poids

correspondant au terme sin� dans l'intégrale.

Donc, la fonction f ayant une largeur de bande � peut être déterminée

par les � 2 coef�cients de son développement en harmoniques sphérique s. La

complexité originale du problème est en O(� 4).

2.1.2.3 Application de la THS discrète à l'analyse de formes 3D

Zhou el al. [ 110 ] ont présenté une nouvelle approche pour �ltrer la surface

des maillages de variétés arbitraires à l'aide des harmoniq ues sphériques. Leur

contribution principale est un algorithme robuste de param étrisation sphé-

rique. Cet algorithme permet de paramétrer une surface donn ée de genre zéro

en trois signaux sphériques correspondant aux coordonnées des points sur la

surface. Ils supposent que les maillages d'entrée sont ferm és et de genre zéro.

Les surfaces de genre non zéro sont d'abord coupées manuelle ment en sur-

faces de genre zéro. Un maillage avec des trous peut être mani pulé comme

F IG . 2.6 – Les étapes de la méthode proposée par Zhou el al. (image extraite
de [110 ]).

fermé par l'insertion des triangles additionnels dans chaq ue trou. Comme

montré dans la �gure 2.6 , leur méthode du �ltrage de surface se résume en

trois étapes suivantes :

– Paramétrisation sphérique . Le maillage d'entrée est d'abord simpli�é
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F IG . 2.7 – La paramétrisation sphérique d'un maillage de genre z éro (image
extraite de [ 110 ]).

en un polyèdre convexe, qui sera projeté sur la sphère. Les so mmets

décimés sont ensuite rajoutés sur la sphère dans l'ordre inv erse dans

lequel ils sont supprimés (cf. la �gure 2.7 ). Chaque fois qu'un point dé-

cimé est ajouté sur la sphère, la validité des maillages sphé riques in-

termédiaires est maintenue, i.e les triangles de ces mailla ges ne se su-

perposent pas sur la sphère. En�n, la paramétrisation sphér ique asso-

cie pour chaque point sur la surface du maillage initial un po int sur la

sphère. En construisant cette paramétrisation sphérique d 'un maillage

de genre zéro, la surface du maillage est transformée en troi s signaux

sphériques. Chaque signal correspond à une des trois coordo nnées car-

tésiennes x, y ou z. Cette paramétrisation sera développée plus en détails

dans la section 5.1.1 .

– L'échantillonnage . Pour utiliser la THS rapide, il est nécessaire d'échan-

tillonner régulièrement les trois signaux sphériques dans des directions

azimutales et polaires.

– Analyse et synthèse en harmoniques sphériques . Le signal sphérique

régulièrement échantillonné est décomposé en un ensemble d e spectres

de fréquences en utilisant la THS rapide, et un nouveau signa l régulier

peut être synthétisé à partir de ces spectres.

Puisque les maillages de genre non zéro ne sont pas topologiq uement équiva-

lents à la sphère, des opérations supplémentaires sont néce ssaires pour mani-

puler ces maillages avant le traitement. Comme étape de prét raitement, Zhou
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et al. [ 110 ] coupent les maillages de genre non zéro au niveau de quelque s

courbes fermées dé�nies par l'utilisateur a�n de produire u n nouveau maillage

ayant la même topologie qu'un sous ensemble de la sphère. Par la suite, leur

algorithme de paramétrisation sphérique et leurs techniqu es de �ltrage sont

directement appliqués pour traiter de tels maillages de gen re zéro.

Le problème des méthodes utilisant une paramétrisation sph érique d'une

forme 3D dans le but d'utiliser les harmoniques sphériques r éside dans le

fait que la transformée en harmoniques sphériques ignore la corrélation entre

les coordonnées x, y, et z sur la sphère. De plus, la discrétisation régulière

sur la paramétrisation sphérique peut sous échantillonner quelques régions

importantes sur la sphère.

(a) Original (b) 82 harmoniques

(c) 162 harmoniques (d) 242 harmoniques

F IG . 2.8 – Représentation multirésolution de la fonction f (image extraite de
[83 ]).

Saupe et al. [ 83 , 101 ] considèrent la transformée en harmoniques sphé-

riques d'une fonction dé�nie à partir d'un maillage 3D pour g énérer un vec-

teur caractéristique de ce maillage. Dans une première étap e, la forme 3D est

caractérisée par une fonction dé�nie sur la sphère. En notan t f Ti g l'ensemble

des triangles du maillage, la fonction sphérique f associée au modèle I = [ i Ti

est dé�nie sur la sphère unité comme suit :

f : S2 ! R

f (u) = max
r

f r � 0jp =
�!
O + r

�!
ou2 I g

Cette fonction f (u) mesure l'extension radiale de l'objet dans les directions

données par
�!
ou2 S2. Saupe et al. ont utilisé les harmoniques sphériques pour

décomposer la fonction f comme une combinaison linéaire
P

l � 0

P
jmj� l clm Y m

l .
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Ici, clm sont les coef�cients harmoniques. Ceux-ci sont calculés pa r échan-

tillonnage régulier sur la sphère aux points :

uij = (cos ' i sin� j ; sin' i sin� j ; cos� j ) (2.25)

où ' i = 2i�
n , � j = (2j +1) �

2n et n est choisi suf�samment grand. Dans le cas d'une

surface étoilée par rapport au centre de la sphère, ces coef� cients peuvent être

utilisés pour reconstruire une approximation de l'objet à d ifférents niveaux de

détails, (Figure 2.8 ).

Funkhouser et al. [ 28 ] se sont également intéressés à la reconnaissance de

formes utilisant les harmoniques sphériques. Ils considèr ent l'intersection de

la surface avec des sphères de rayon différents et réutilise nt la transformée

en harmoniques sphériques des fonctions indicatrices de ce s intersections.

Un descripteur de forme 3D est ensuite extrait à partir de la t ransformée en

harmoniques sphériques de ces fonctions indicatrices [ 50 ]. Ce descripteur a

montré une plus grande ef�cacité par rapport aux autres méth odes de recon-

naissance de forme [ 100 , 71 , 83 , 69 , 78 , 106 , 108 ]. Les auteurs ont amélioré

leur descripteur de forme par l'intégration de la symétrie d u modèle [ 51 ]. Les

étapes principales pour le calcul du descripteur pour un ens emble de poly-

gones sont montrées dans la �gure 2.9 :

(a) (b) (c)

F IG . 2.9 – Calcul du descripteur de forme en harmoniques sphériq ues. (a) Le
modèle original. (b) La version discrétisée du modèle. (c) L 'intersection avec la
sphère.

1. tout d'abord, la surface polygonale est discrétisée dans une grille de

voxels de taille 2R � 2R � 2R centrée au centre de masse et englobant

l'objet. La discrétisation est faite dans les directions de s axes principaux
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x, y et z. La valeur de 1 est attribuée à une cellule si cette dernière i nter-

secte au moins un polygone de la surface, et la valeur de 0 est a ttribuée

autrement. Le modèle est mis à l'échelle et transformé de tel le sorte que

le centre de masse coïncide avec le point (R; R; R) et que la sphère englo-

bante du modèle a un rayon égal à R.

2. La grille de voxels est traitée comme une fonction binaire , � , dé�nie sur

l'ensemble des points situés à une distance inférieure ou ég ale à R du

centre de masse. La fonction � est égale à 1 pour tous les voxels ayant la

valeur 1, et zéro sinon. La fonction � est représentée dans les coordon-

nées sphériques comme :

� (r; �; ' ) = Voxel(r cos' sin� + R; r sin ' sin� + R; r cos� + R) (2.26)

où r 2 [0 R], � 2 [0 � ] et ' 2 [0 2� ].

3. En restreignant la fonction � aux différents rayons, on obtient une collec-

tion de fonctions binaires sphériques � r (�; ' ) = � (r; �; ' ), r 2 f 0; 1; : : : ; Rg.

4. En utilisant les harmoniques sphériques, le développeme nt de chaque � r

est exprimé comme somme de ses différentes fréquences :

� r =
�X

l

m= lX

m= � l

cr
lm Y m

l (2.27)

où � est la bande passante et le composant fréquentiel de degré l dans ce

développement est :


 l
r =

m= lX

m= � l

cr
lm Y m

l (2.28)

5. En combinant les composants fréquentiels 
 l
r correspondant aux diffé-

rents rayons, on obtient un descripteur géométrique bidime nsionnel en

harmoniques sphériques dans la forme matricielle :

2

6
6
6
6
4

jj 
 0
r 1

jj jj 
 1
r 1

jj : : : jj 
 �
r 1

jj

jj 
 0
r 2

jj jj 
 1
r 2

jj : : : jj 
 �
r 2

jj

: : : : : : : : : : : :

jj 
 0
r n

jj jj 
 1
r n

jj : : : jj 
 �
r n

jj

3

7
7
7
7
5

(2.29)

où n est le nombre des sphères.



24 CHAPITRE 2 : État de l'art

Cependant, la discrétisation des modèles introduit des err eurs numériques

incontrôlables relatives à la taille du voxel dans les calcu ls des coef�cients cr
lm .

2.1.3 Décomposition générale par le Laplacien

L'opérateur Laplacien O2 est un opérateur, dans l'espace euclidien, continu

et différentiel de deuxième ordre applicable aux fonctions dé�nies et dérivables

dans Rn . Il est dé�ni comme la divergence du gradient O2 = ( Div Grad ). Par

conséquent, il est égal à la somme de toutes les dérivées part ielles deuxièmes

non mixtes. Par exemple, étant donnée une fonction f (x; y; z), le Laplacien de

cette fonction dans R3 est égal à :

O2f =
@2f
@x2

+
@2f
@y2

+
@2f
@z2

(2.30)

La généralisation du l'opérateur Laplacien aux fonctions d é�nies sur les sur-

faces (ou plus généralement sur les variétés Riemanniennes ) est l'opérateur de

Laplace-Beltrami. Il est pareillement dé�ni comme la diver gence du gradient.

Le gradient d'une fonction f dans ce cas est donné par :

r f =
nX

i =1

� nX

j =1

gij @f
@xj

� @f
@xi

(2.31)

où gij est l'inverse du tenseur métrique, et dé�ni par

gik gkj = � j
i (2.32)

Donc, la forme de l'opérateur de Laplace-Beltrami appliqué à une fonction

scalaire est donnée par [ 82 ] :

O2f =
1

p
jgj

nX

i =1

nX

j =1

@
@xi

 

ggij @
@xj

 
1

p
jgj

f

!!

(2.33)

où g est le déterminant de gij .

L'ensemble des fonctions propres de ce opérateur est orthog onales et com-

plet. Nous pouvons ainsi décomposer les fonctions dé�nies s ur les surfaces

grâce à cet ensemble de fonctions propres. Dans les domaines planaires, les

fonctions propres du l'opérateur Laplace-Beltrami sont le s fonctions exponen-
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F IG . 2.10 – Les coordonnées différentielles.

tielles de Fourier. Elles sont également les harmoniques sp hériques dans les

domaines sphériques.

Étant donné un graphe G et A sa matrice d'adjacence, Taubin [ 96 ] a pro-

posé une discrétisation uniforme de l'opérateur Laplace-B eltrami L comme

suit :

L = I � DA (2.34)

où D est une matrice diagonale telle que D ii = 1
di

et di est la valence de sommet

i . Le premier vecteur propre du L est (1; 1; : : : ; 1) et sa valeur propre correspon-

dante est 0. Le deuxième vecteur propre est appelé le vecteur de Fiedler [ 59 ].

Ce vecteur propre a plusieurs propriétés, entre elles il est un vecteur de per-

mutation fournissant un ordre naturel des sommets du mailla ge [42 ]. L'opé-

rateur L permet également de coder les coordonnées cartésiennes de c haque

sommet vi = ( vix ; viy ; viz ) en coordonnées laplaciennes � i = ( � ix ; � iy ; � iz ) :

� i = vi �
1
di

X

j 2 N (i )

vj

où N (i ) est le premier voisinage de vi , (cf. la �gure 2.10 ). Les coordonnées la-

placiennes sont parfois appelées les coordonnées différen tielles. Ces coordon-

nées sont utilisées souvent dans le domaine de l'informatiq ue graphique pour

plusieurs objectifs tels que l'édition de maillage [ 91 ], le �ltrage de maillages

irréguliers [ 96 ] et les représentations différentielles de maillages [ 30 , 88 ]. Ce-

pendant, on ne peut pas appliquer une analyse fréquentielle s aux coordonnées

différentielles. Par conséquent, toutes les opérations do ivent être effectuées

dans le domaine spatial.

Karni et Gotsman [ 46 ] ont présenté une méthode pour représenter les

maillages triangulaires par les vecteurs propres de l'opér ateur L. Leur ob-

jectif dans ce travail était la compression spectrale de mai llage. Cette com-

pression est basée sur un partitionnement du maillage. La co mpression est

réalisée par la décomposition, ou projection, des fonction s de la géométrie,
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x = ( v1x ; : : : ; vnx ), y = ( v1y ; : : : ; vny ) et z = ( v1z; : : : ; vnz ), de ces sous-maillages sur

les vecteurs propres de l'opérateur L :

x = � x
1e1 + � x

2e2 + : : : + � x
nen (2.35)

y = � y
1e1 + � y

2e2 + : : : + � y
nen (2.36)

z = � z
1e1 + � z

2e2 + : : : + � z
nen (2.37)

où n est le nombre des sommets et ei sont les vecteurs propres de L. Par

cette décomposition, ils obtiennent des descriptions fréq uentielles locales du

maillage. Cependant, les calculs explicites des vecteurs p ropres sont très coû-

teux et instables quand le nombre de sommets dans chaque part ition est élevé.

Dans [ 47 ], Karni et Gotsman ont minimisé le calcul de vecteurs propre s de La-

placien en approximant ces vecteurs par ceux d'un maillage r égulier. Cepen-

dant, les vecteurs de base sont toujours des vecteurs dépend ants seulement

de la connectivité de maillage et pas de la géométrie.

Sorkine et Cohen-Or [ 89 ] ont présenté une technique d'approximation de la

forme des maillages triangulaires irréguliers. Leur métho de approxime la géo-

métrie du maillage par une combinaison linéaire de vecteurs de base qui sont

des fonctions de la connectivité et des indices de quelques s ommets dans le

maillage. Pareillement à la technique présentée par Karni e t Gotsman [ 46], les

vecteurs de base sont des fonctions dans la connectivité de m aillage seulement

et pas de la géométrie. Dans [ 90 ], la méthode précédente est améliorée par la

production des vecteurs de base relatifs à la géométrie et à l a connectivité du

maillage en même temps.

Lévy [59 ] a étudié un type spéci�que de fonctions de base hiérarchiqu es,

appelé les Harmoniques Variétés ou Manifold Harmonics , dé�ni par les fonc-

tions propres de l'opérateur de Laplace-Beltrami. Sur des o bjets plus géné-

raux, ceci dé�nit une base de fonctions bien adaptée à la géom étrie et à la

topologie de l'objet. Une fois la base des fonctions propres calculée, elle peut

être utilisée pour représenter une variété de fonctions sur la surface. La �gure

2.11 montre comment un signal (ici la normale) peut être compress é par cette

base. Les vecteurs des normales sur le lapin sont bien approx imés par 100 co-

ef�cients. Cette représentation du signal est intéressant e d'un point de vue du

traitement de signal (par exemple, le �ltrage peut être fait en temps réel, puis-

qu'une convolution est remplacée par un produit dans l'espa ce de fréquence).
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F IG . 2.11 – Reconstruction d'un signal (ici la normale) en utili sant les fonctions
propres de base. Les variations des normales sur le lapin son t bien approxi-
mées par 100 coef�cients [ 59 ].

C'est similaire à la manière par laquelle les transformées d e Fourier peuvent

approximer les fonctions sur le plan ou sur la sphère, avec la différence que

la base des fonctions est adaptée à l'objet sur lequel les fon ctions doivent être

dé�nies. Cependant, ce n'est pas une manière ef�cace de comp resser un si-

gnal, puisque la représentation exige également 100 coef�c ients par sommet

pour représenter les fonctions de base.

2.1.4 Décomposition en ondelettes sphériques

Pour �nir, nous présentons ici la méthode de décomposition s pectrale en

ondelettes sphériques utilisées dans la littérature. Comm e la transformée en

harmoniques sphériques, les ondelettes sphériques permet tent une analyse

du comportement spectral des fonctions dé�nies sur une sphè re.

L'une des limitations importantes de l'analyse de Fourier c lassique est son

incapacité à localiser les portions de la fonction dans lesq uelles les variations

sont rapides, ni celles où ces variations sont lentes. Les on delettes remédient à

cette limitation en fournissant des informations sur la loc alité des oscillations

des fonctions. La construction classique est limitée aux do maines simples

comme les intervalles et rectangles.

Dans le procédé de décomposition en ondelettes surfaciques [65 ], un maillage

de base (par exemple un icosaèdre) est subdivisé et déformé p our qu'il épouse

la surface à approximer. Le processus de subdivision consis te simplement à

partager chaque triangle du maillage en quatre nouveau tria ngles. Ces opé-
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F IG . 2.12 – Le procédé de décomposition en ondelettes surfaciqu es. (image
extraite de [ 65 ])

rations sont itérées jusqu'à la précision souhaitée. L'ana lyse multirésolution

est ensuite réalisée à l'aide de deux �ltres A et B pour chaque niveau de ré-

solution (cf. la �gure 2.12 ) et la reconstruction est assurée par les deux �ltres

de synthèse P et Q. Les ondelettes surfaciques constituent un outil puissant

pour l'analyse multirésolution. Toutefois, dans le proces sus de simpli�cation,

l'inconvénient majeur est la fusion systématique des faces par groupes de 4.

Si le maillage ne permet pas de telles fusions sur son intégra lité, un rééchan-

tillonnage du maillage devient obligatoire et conduit à un m aillage ayant plus

de faces que l'original [ 24 ]. Dans les ondelettes de seconde génération, pour

chaque niveau de résolution le maillage grossier et les déta ils sont obtenus res-

pectivement par projection sur une base de fonctions d'éche lles et d'ondelettes.

La phase de construction de ces ondelettes appelée lifting [ 93 ]. Les ondelettes

de seconde génération a remédié à la limitation de topologie de maillage par

une phase de remaillage a�n de construire un maillage semi-r égulier appro-

chant l'objet initial et possédant une topologie propice à l 'application d'une

décomposition en ondelettes.

Schröder et Sweldens [ 84 ] ont présenté une méthode pour décomposer les

fonctions scalaires, dé�nies sur la sphère, en ondelettes s phériques. En effet,

l'extension de la décomposition classique en ondelettes au x domaines sphé-

riques est faite par la création d'une subdivision multires olution sur la sphère

(cf. la �gure 2.13 ). Grâce à cette méthode, chaque niveau de subdivision (ou

bien chaque niveau de détails) � (j ) est un sous ensemble du niveau supérieur

� (j + 1) . Les fonctions d'échelle f ' j;k jj � 0; k 2 � (j )g sont ensuite dé�nies pour

l'ensemble de points f pj;k jj � 0; k 2 � (j )g comme suit :

pj;k = pj +1 ;k =) 8 k; k0 2 � (j ) : ' j;k (pj;k 0) = � k;k 0
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(a) (b) (c)

F IG . 2.13 – La subdivision de la sphère en commençant par l'icosa èdre (a) et
ses subdivisions consécutives comme (b) et (c).

Les ondelettes sont donc données par  j;m (p) = ' j +1 ;m (p), pour plus de détails

sur les ondelettes sphériques, nous conseillons la lecture de [84 ].

Nous allons parler maintenant de la représentation à l'aide des ondelettes

des fonctions sphériques associées aux objets 3D. Praun et H oppe [76 ] ont pré-

senté un algorithme robuste pour la paramétrisation sphéri que qui applique la

surface d'un objet de genre zéro à un domaine sphérique. Ce do maine sphé-

rique permet à son tour d'appliquer la surface sur un octaèdr e ou sur un

octaèdre déplié sur le plan. Ce dernier est appelé l'image de la géométrie. La

transformée classique en ondelettes est appliquée à cette i mage. Le but de

ce travail est la compression des objets 3D [ 40]. Praun et Hoppe ont égale-

ment appliqué l'algorithme de la transformée en ondelettes sphériques [ 84 ]

aux fonctions dé�nies sur la sphère à l'aide de la paramétris ation sphérique

des objets.

D'une manière similaire, Jin et al. [ 43 ] ont proposé une méthode pour ta-

touer un maillage 3D. La méthode est basée sur une paramétris ation sphé-

rique [ 110 ] de ce maillage, puis sur la représentation en ondelettes sp hériques

des fonctions dé�nies à partir de cette paramétrisation sph érique.

Dans toutes les méthodes précédentes, l'utilisation d'un é chantillonnage

régulier de la paramétrisation sphérique conformale peut a boutir à un sous

échantillonnage de régions importantes de la surface. Pour éviter cette incon-

vénient, la paramétrisation sphérique devrait être isomét rique. L'état de l'art

présenté par Floater et Hormann [ 27 ] montre la dif�culté de mettre au point

un algorithme de paramétrisation isométrique.
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2.2 Limites des calculs basés sur une voxelisation

et prémisses d'un calcul direct

Certaines applications nécessitent le calcul de caractéri stiques importantes

d'une surface maillée comme, le volume borné par ce maillage , les moments

volumiques, ou les coef�cients de la transformée de Fourier volumique de l'es-

pace délimité par ce maillage. Ces applications peuvent êtr e par exemple, la

recherche et la récupération des modèles 3D dans une base de d onnées [ 72 ],

où encore l'analyse de forme [ 78]. Intuitivement, nous pouvons calculer ces

caractéristiques en transformant le maillage du modèle en s a représentation

volumique dé�nie par voxels [ 17 , 104 , 52 ]. Les caractéristiques seront ensuite

calculées dans cet espace de voxels. Cependant, la voxelisa tion d'un maillage

entraîne des erreurs numériques relatives à la taille de vox el. De plus, il est

très dif�cile de prévoir la taille de voxel satisfaisant une précision souhaitée.

En conséquence, il est plus ef�cace de calculer ces caractér istiques directe-

ment à partir de la représentation du maillage [ 58 ].

Lien [ 63 ] a introduit des principes mathématiques pour évaluer les o pé-

rations coûteuses dans la conception géométrique assistée par ordinateur.

L'auteur s'est aperçu qu'un bon nombre de caractéristiques géométriques fré-

quemment utilisées s'expriment comme une intégration volu mique d'une cer-

taine fonction f dé�nie sur le maillage M :

I =
Z

M
f (x; y; z)dv (2.38)

Puisque l'opérateur d'intégration est un opérateur linéai re, le calcul direct

sur un polyèdre peut être évalué en prenant une décompositio n de ce dernier

en des formes géométriques plus simples dont l'union représ ente ce polyèdre

lui-même. La �gure 2.14 montre une décomposition d'un polyèdre 2D en une

union des triangles. Ainsi, une intégrale sur un polyèdre pe ut être calculée

facilement en le décomposant systématiquement en un ensemb le de simplexes

et en sommant les résultats obtenus sur chacun d'eux. Cette m éthode est

analytiquement exacte mais en pratique l'exactitude du rés ultat est limitée

par celle de l'arithmétique �ottante. On peut noter que la co mplexité de cette

méthode est linéairement proportionnelle au nombre de somm ets du polyèdre.

Pour effectuer le calcul direct, nous devons diviser les cal culs sur les formes
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(a) (b)

F IG . 2.14 – La décomposition d'un polyèdre 2D en formes géométri ques plus
simples (des triangles dans ce cas).

élémentaires du maillage qui sont des triangles en 2D et des t étraèdres en

3D. Dans ce cas, la complexité des calculs est proportionnel le au nombre de

formes élémentaires qui est, en général, beaucoup plus peti t que le nombre de

voxels dans une représentation volumique équivalente. Zha ng et Chen [ 107 ]

ont utilisé cette observation pour calculer l'aire et le vol ume d'un maillage

triangulaire ainsi que les moments volumiques et les coef�c ients de Fourier

de la fonction indicatrice de ce maillage. Nous allons résum er dans les deux

sous sections cette approche pour mieux comprendre l'appro che que nous

avons utilisée dans les méthodes décrites aux chapitres 3 et 4.

2.2.1 L'aire et le volume d'un maillage

Le calcul du volume d'un modèle 3D n'est pas un travail trivia l. Une pre-

mière approche consiste à convertir le modèle en une image 3D binaire dis-

crète dé�nie comme un ensemble de voxels. La valeur de `1' ou ` 0' est attri-

buée à chaque voxel pour indiquer si ce point est à l'intérieu r ou à l'extérieur

de l'objet. Le nombre de voxels à l'intérieur de l'objet, ou d 'une manière équi-

valente, l'addition de toutes les valeurs de voxels dans l'e space discret, peut

être considérée comme approximation du volume du modèle. Ce pendant, il

est très dif�cile de prévoir la résolution de l'image binair e 3D satisfaisant une

précision souhaitée.
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(a) (b) (c)

F IG . 2.15 – (a) L'aire de maillage 2D. (b) L'ordre des sommets dan s les triangles
d'un maillage 3D. (c) Les tétraèdres induits par les triangl es du maillage.

2.2.1.1 L'aire du maillage 2D

Dans ce paragraphe, nous expliquons l'approche qui calcule directement

l'aire d'un maillage 2D. Un maillage 2D est simplement une fo rme 2D dé�nie

par un polygone. Comme il est montré dans la �gure 2.15(a) , considérons

un maillage 2D avec les lignes en gras représentant ses bords . Bien que l'on

puisse discrétiser cet espace dans une image binaire 2D et ca lculer l'aire du

maillage en comptant les pixels à l'intérieur du polygone, l es temps de calcul

restent linéaires par rapport au nombre de pixels intersect ant le maillage.

Nous allons montrer que ce calcul peut être fait de manière ex acte et en temps

linéaire par rapport au nombre de bords dans le maillage qui e st beaucoup

moins élevé que nombre de pixels correspondants.

Puisqu'on connaît tous les sommets et bords du polygone, on p eut calculer

la normale pour chaque bord facilement. Par exemple, la norm ale de l'arête

AB dans la �gure 2.15(a) s'exprime de la manière suivante :

�!
NAB =

� (yB � yA )x̂ + ( xB � xA )ŷ
p

(xB � xA )2 + ( yB � yA )2
(2.39)

où (xA ; yA ) et (xB ; yB ) sont les coordonnées des sommets A et B , respective-

ment, et x̂ et ŷ sont les vecteurs unitaires des axes principaux. Ici, la nor male

est dé�nie comme un vecteur normalisé, perpendiculaire à l' arête correspon-

dante et orientée vers l'extérieur.

Après avoir déterminé les normales, on construit un ensembl e de triangles

en reliant tous les sommets du maillage à l'origine. Chaque a rête et l'origine



2.2 Prémisses d'un calcul direct 33

forment un triangle qui sert de forme élémentaire pour le cal cul. Nous attri-

buons un signe à l'aire des triangles selon la position de l'o rigine par rapport à

l'arête et à la direction de la normale correspondante. Si l' origine est du même

côté que la direction de la normale alors l'aire sera considé rée comme négative

sinon, on dira qu'elle est positive. Par exemple, l'aire du t riangle OAB (cf. la

�gure 2.15(a) ) est :

j Aire (OAB )j = j
1
2

(� xB yA + xA yB )j (2.40)

Le signe de Aire (OAB ) est identique au signe du produit intérieur
�!
OA :

�!
NAB ,

ceci est positif dans ce cas.

L'aire totale du maillage peut être calculée en sommant ces a ires signées.

C'est-à-dire,

Aire total =
X

i

Aire (i ) (2.41)

où la sommation est réalisée sur tous les triangles élémenta ires. Le résultat

de l'équation 2.41 est garanti être positif quelque soit la position de l'origi ne.

2.2.1.2 Le volume du maillage 3D

La procédure ci-dessus peut être étendue au cas 3D. Avant de c alculer le

volume, un certain prétraitement sur le modèle doit être app liqué pour assu-

rer que tous les polygones sont des triangles. Cette triangu lation est mainte-

nant une méthode très classique, bien maîtrisée et utilisée dans de nombreux

domaines. La direction de la normale d'un triangle peut être déterminée par

l'ordre des sommets et de la règle de main droite, 2.15(b) . Il est très facile de

satisfaire la condition de cohérence des normales. Pour cha que couple de tri-

angles voisins, si le bord commun est parcouru dans les deux s ens, alors les

normales des ces deux triangles sont cohérentes. Par exempl e, dans la �gure

2.15(b) , AB est le bord commun des triangles ACB et ABD . Dans le triangle

ACB , la direction est de B à A, et dans le triangle ABD , la direction est de A à

B, ainsi
!
N ACB et

!
N ABD sont cohérentes.

Dans le cas 3D, la forme élémentaire pour le calcul est le tétr aèdre. Pour

chaque triangle, on relie chacun de ses sommets à l'origine p our former un

tétraèdre (Figure 2.15(c) ).

Comme dans le cas 2D, nous attribuons un signe au volume des té traèdres
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selon la position de l'origine par rapport au triangle et à la direction de la

normale correspondante. Si l'origine est du même côté que la direction de la

normale alors que le volume sera considéré comme négatif sin on, on dira qu'il

est positif. Dans la �gure 2.15(c) , le triangle ACB a la normale NACB . Le volume

du tétraèdre OACB est :

jVOACB j = j
1
6

(� xC yB zA + xB yCzA + xCyA zB � xA yCzB � xB yA zC + xA yB zC )j (2.42)

car l'origine O est sur le côté opposé de NACB , le signe de ce tétraèdre est

positif. Le signe peut également être calculé par le produit intérieur
�!
OA :

!
N ACB .

Le volume total du maillage peut être calculé en terme de ces v olumes signés.

C'est-à-dire,

Volume total =
X

i

Volume (i ) (2.43)

où la sommation est réalisée sur tous les tétraèdres élément aires.

2.2.2 Utilisation du calcul direct pour l'évaluation des Mo -

ments et de la transformée de Fourier

L'algorithme ci-dessus s'applique à chaque fois qu'une déc omposition en

formes élémentaires dont les caractéristiques sont calcul ables de manière ex-

plicite. Par exemple, toutes les caractéristiques qui ont l a forme d'une inté-

gration sur l'espace intérieur de l'objet peuvent être calc ulées avec cet algo-

rithme. Ceci inclut les moments, la transformée de Fourier, la transformation

par ondelettes, et beaucoup d'autres. Mais la dif�culté con siste à évaluer ces

caractéristiques pour les formes élémentaires.

Les moments volumiques d'un maillage 3D sont dé�nis comme su it :

Mpqr =
Z Z Z

xpyqzr � (x; y; z)dxdydz (2.44)

où � (x; y; z) est la fonction indicatrice du maillage :

� (x; y; z) =

(
1 si (x; y; z) 2 maillage

0 sinon:
(2.45)

et p, q, r sont les ordres du moment. Les moments centraux peuvent être

obtenus facilement à partir de l'équation 2.44 . Puisque l'intégration peut être
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réécrite comme somme des intégrations sur chaque forme élém entaire :

Mpqr =
X

i

si

Z Z Z
xpyqzr � i (x; y; z)dxdydz (2.46)

où � i (x; y; z) est la fonction indicatrice de la forme élémentaire i , et si est le

signe du volume de cette forme élémentaire.

La même approche peut être utilisée pour calculer un certain nombre de

moments de deuxième ordre pour les triangles et les tétraèdr es qui sont in-

tensivement utilisés. Ci-dessous, quelques exemples pour les moments d'un

tétraèdre :

M000 =
1
6

(� x3y2z1 + x2y3z1 + x3y1z2 � x1y3z2 � x2y1z3 + x1y2z3) (2.47)

M100 =
1
4

(x1 + x2 + x3)M000 (2.48)

M200 =
1
10

(x2
1 + x2

2 + x2
3 + x1x2 + x2x3 + x1x3)M000 (2.49)

Pour plus d'exemple, voir [ 4].

Dans le paragraphe suivant, nous présentons l'utilisation du calcul direct

pour la transformée de Fourier. La transformée de Fourier de la fonction indi-

catrice d'un maillage 3D est dé�nie par :

�̂ (u; v; w) =
Z Z Z

e� i (xu + yv+ zw) � x;y;z dxdydz (2.50)

Puisque la transformée de Fourier est également une intégra tion sur l'espace à

l'intérieur du maillage, elle peut également être calculée en décomposant l'in-

tégration en des intégrations sur chaque forme élémentaire . La forme explicite

de la transformée de Fourier d'un tétraèdre est donné par :
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�̂ (u; v; w) = M000�

(
i � ei (ux 1+ vy1+ wz1)

(ux1 + vy1 + wz1)(ux1 � ux2 + vy1 � vy2 + wz1 � wz2)(ux1 � ux3 + vy1 � vy3 + wz1 � wz3)

+
i � ei (ux 2+ vy2 + wz2)

(ux2 + vy2 + wz2)(ux2 � ux1 + vy2 � vy1 + wz2 � wz1)(ux2 � ux3 + vy2 � vy3 + wz2 � wz3)

+
i � ei (ux 3+ vy3 + wz3)

(ux3 + vy3 + wz3)(ux3 � ux1 + vy3 � vy1 + wz3 � wz1)(ux3 � ux2 + vy3 � vy2 + wz3 � wz2)

�
i

(ux1 + vy1 + wz1)(ux2 + vy2 + wz2)(ux3 + vy3 + wz3)
)

(2.51)

Comme les moments de base et les coef�cients de la transformé e de Fourier

d'une forme élémentaire sont donnés explicitement, le calc ul ci-dessus est très

ef�cace. La complexité est donc en O(n), où n est le nombre d'arêtes ou de

triangles dans le maillage. Les formules données dans cette section sont une

extension de travail commencé par Lien et Kajiya [ 62 ].

L'algorithme proposé n'a pas encore atteint sa forme idéale . Il est encore

dif�cile d'obtenir la forme explicite des moments d'ordre s upérieur pour les

triangles et les tétraèdres notamment.

2.3 Synthèse

Dans ce chapitre, nous avons résumé les différentes catégor ies de repré-

sentations fréquentielles des modèles 3D. De plus, nous avo ns présenté les

approches utilisant le calcul direct des caractéristiques géométriques à partir

de la description de l'objet.

La décomposition générale A l'aide du Laplacien la décomposition fréquen-

tielle d'objets 3D est réalisée par décomposer les fonction s dé�nies sur la géo-

métrie du maillage grâce aux vecteurs propres du Laplacien. Néanmoins, l'éva-

luation des vecteurs propres de la version discrète du Lapla cien reste toujours

l'obstacle principal de ce genre de méthodes. Par contre, le problème peut être

simpli�é dans certains domaines. Dans les domaines planair es, les fonctions

propres de l'opérateur de Laplace-Beltrami sont les expone ntielles de Fourier.

Ainsi, elles correspondent aux harmoniques sphériques dan s les domaines

sphériques. Les transformées en harmoniques sphériques so nt parfois appe-
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lées analyse de Fourier sur la sphère. L'utilisation de ces f onctions propres

accélère le temps de la décomposition car les fonctions prop res du Laplacien

dans ce cas là sont bien dé�nies. Dans les sous sections 2.1.1 et 2.1.2 , nous

avons résumé les représentations fréquentielles par Fouri er et par les harmo-

niques sphériques.

La représentation par Fourier L'extension de l'analyse par Fourier sur la

géométrie des objets permet de pro�ter des algorithmes déve loppés pour les

images 2D. Néanmoins, l'échantillonnage de la surface sur u ne grille 2D régu-

lière - comme dans [ 75 ] - peut ignorer des régions importantes sur la surface.

Ainsi peut-il sur-échantillonner des régions moins détail lées. De la même ma-

nière, la discrétisation des objets sur une grille régulièr e 3D - la voxelisation -

introduit des erreurs numériques dans les calculs de coef�c ients de la repré-

sentation fréquentielle. En plus, il est très dif�cile de dé terminer par avance

la taille des voxels qui satisfait une précision souhaitée.

Décomposition en harmoniques sphériques Le paramétrisation sphériques

permet de dé�nir des fonctions sphériques sur la géométrie d e l'objet. Cepen-

dant, pour satisfaire une précision dé�nie par l'utilisate ur avec moins d'échan-

tillonnage, nous avons besoin d'une paramétrisation sphér ique plus lisse que

celle utilisée dans cette méthode. De plus, l'utilisation d e trois fonctions pour

représenter les coordonnées x, y, z - comme proposent Zhou et al [ 110 ] - ignore

la corrélation entre les trois coordonnées dans le voisinag e local sur la sur-

face de l'objet. D'autre part, la discrétisation des modèle s sur une grille 3D -

comme propose Funkhouser et al. [ 28 ] - introduit des erreurs numériques re-

latives à la taille du voxel dans les calculs des coef�cients cr
lm des harmoniques

sphériques. En fait, il est très dif�cile de prévoir la taill e des voxels convenable

qui satisfait une précision souhaitée. D'ailleurs, quand l a taille de voxel est

petite, la complexité de la méthode augmente énormément.

Le calcul direct Il est très important d'essayer calculer les caractéristiq ues

géométriques directement à partir de la description de la su rface. Cependant,

les caractéristiques géométriques compliquées ne sont pas bien exploitées. Par

exemple, il n'est pas facile de trouver la forme explicite de s moments de grand

ordre pour les forme élémentaires.
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THS d'une tranche sphérique d'un
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Grâce aux développements des techniques de numérisation, m odélisation

et de visualisation de formes 3D, on peut désormais trouver d es modèles 3D

sur le web et dans certaines bases de données, en plus des text es et des images

2D généralement utilisés. Les formes 3D sont souvent représ entées par des

maillages 3D. Le maillage 3D est une approximation de la surf ace par des

primitives géométriques simples, des polygones. La descri ption du maillage

contient des informations sur les deux composantes princip ales du maillage,

sa géométrie et sa connectivité. La géométrie correspond à u ne liste de points ;

les sommets des polygones. Cette liste décrit les coordonné es tridimension-

nelles (x; y; z) des points. La connectivité décrit comment les points sont r eliés

39



40 C HAPITRE 3 : THS d'une tranche sphérique d'un objet 3D

entre eux pour assembler les facettes. Les maillages à base d e simplexes -

les triangles pour la représentation de surfaces plongées e n 3D, les tétraèdres

pour la représentation de volumes - sont actuellement les pl us répandus.

Il peut être nécessaire de calculer certaines caractéristi ques importantes

des surfaces 3D : par exemple, le calcul du volume, des moment s volumiques,

les coef�cients de la transformée de Fourier de la fonction i ndicatrice du vo-

lume délimité (cf. la section 2.2 ). Ces caractéristiques peuvent être utilisées

dans plusieurs applications : la recherche de similarité et la récupération de

modèles 3D dans une base de données [ 28 ], ainsi que l'identi�cation et l'ana-

lyse de formes 3D [ 78 ].

Dans ce chapitre, nous allons montrer que nous pouvons calcu ler les coef�-

cients de la transformée en harmoniques sphériques de la fon ction indicatrice

représentant l'intersection d'une sphère et le volume déli mité par un maillage

3D directement à partir de la donnée des triangles composant s le maillage.

Dans ce cas, la fonction sphérique concernée est la fonction indicatrice de

l'intersection du maillage et une sphère Sr . Nous commencerons d'abord par

expliquer la distribution de calcul sur les formes élémenta ires du maillage.

Nous présenterons ensuite l'évaluation numérique de ce cal cul à l'aide de la

méthode de Monte Carlo.

3.1 Dé�nition de la tranche sphérique

(a) (b)

F IG . 3.1 – L'intersection du volume du maillage et une sphère. (a ) Le volume
du maillage M . (b) L'intersection avec la sphère.

Étant donné une surface fermée, approximée par un maillage M , plongée
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dans l'espace R3, on considère le volume solide V borné par M (cf. la �gure

3.1(a) ). On considère ensuite l'intersection de V avec la sphère Sr de rayon r

et centrée en un point �xe P (cf. la �gure 3.1(b) ). L'intersection M r = V \ Sr est

une région sphérique. Supposons que � r est la fonction indicatrice de M r :

� r : Sr �! f 0; 1g

� r (p) =

(
1 si p 2 M r

0 sinon
(3.1)

Nous pouvons approximer cette fonction indicatrice � r par une combinaison

linéaire des harmoniques sphériques Y m
l (�; ' ). Théoriquement, cette somme

s'écrit donc comme suit :

� r (�; ' ) =
1X

l=0

X

jmj� l

cr
lm Y m

l (�; ' ) (3.2)

Cette expansion correspond à une décomposition fréquentie lle de � r . En pra-

tique, les coef�cients de grands ordres correspondent aux d étails �ns de l'objet

et du bruit. On peut donc �ltrer la décomposition et supprime r ces détails en

limitant la somme à une largeur de bande � :

~� r (�; ' ) � round

0

@
�X

l=0

X

jmj� l

cr
lm Y m

l (�; ' )

1

A (3.3)

où round (u) est la valeur arrondie de u.

Une collection de telles approximations ( ~� r ) de la fonction indicatrice � r ,

pour plusieurs valeurs de r , s'est avérée utile comme descripteur de forme

pour rechercher et identi�er les objets tridimensionnels [ 50 , 28 , 83 ].

Nous allons montrer comment nous pouvons calculer rapideme nt et préci-

sément les coef�cients de la représentation de la fonction � r en harmoniques

sphériques. Grâce à ces calculs, l'évaluation de chaque coe f�cient cr
lm est de

complexité O(n), où n est le nombre de triangles du maillage M . Pour obtenir la

représentation �ltrée de la fonction � r en harmoniques sphérique, il y a aussi

une dépendance au nombre de coef�cients à calculer (i.e. une dépendance en

� ).
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3.2 Décomposition simpliciale

F IG . 3.2 – La décomposition simpliciale du volume du maillage M .

Le volume V peut être dé�ni comme une union signée de tétraèdres, chaque

tétraèdre était dé�ni par un triangle du maillage M et un point P �xé (cf. la

�gure 3.2 ). Supposons que les orientations des triangles sont consis tantes,

c'est-à-dire que le bord partagé, par chaque couple de trian gles voisins, a deux

directions différentes. Le tétraèdre est dit négatif si la n ormale du triangle est

orientée du côté du point P et positif sinon.

Supposons que f Hk ; k = 1; : : : ; ng dénote l'ensemble de tétraèdres signés.

Nous divisons f Hkg en deux sous-ensembles f H +
i g et f H �

j g correspondant à

l'ensemble des tétraèdres positifs et à l'ensemble des tétr aèdres négatifs res-

pectivement. Le volume signé V borné par le maillage triangulaire M peut être

représenté comme suit :

V =

 
[

i

H +
i

!

�

 
[

j

H �
j

!

(3.4)

Plus formellement, ceci signi�e qu'un point est dans V si la somme des signes

de tous les tétraèdres qu'il occupe est positive et en dehors de V sinon. Zhang

et al. [ 107 ] ont montré que cette décomposition peut être utilisée pour calcu-

ler des moments volumiques globaux sur V comme somme signée de moments

volumiques correspondants calculés sur chaque tétraèdre d e cette décompo-

sition volumique (cf. la section 2.2.2 ) :

moment (V) =
X

k

sign(Hk) � moment (Hk): (3.5)
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Nous nous sommes inspirés de cette propriété pour calculer l a transfor-

mée en harmoniques sphériques de la fonction indicatrice � r . Pour cela, nous

allons montrer que l'intersection M r = V \ Sr est une somme signée des tri-

angles sphériques f Tk ; k = 1; :::; sng induits par les intersections de Sr avec les

tétraèdres de V. Donc, � r s'écrit comme suit :

� r (�; ' ) =
X

k

sign(Tk)� r
Tk

(�; ' ) (3.6)

où � r
Tk

est la restriction de la fonction indicatrice � r sur le triangle sphérique

Tk et sign(Tk) est le même signe du tétraèdre dont Tk est issu. Nous allons voir

que plusieurs triangles sphériques peuvent être issus d'un même tétraèdre.

Ainsi les coef�cients cr
l;m de la transformée en harmoniques sphériques de � r

sont donnés par :

cr
l;m =

X

k

sign(Tk)cr
l;m jTk (3.7)

où cr
l;m jTk sont les coef�cients de la transformée en harmoniques sphér iques de

la fonction indicatrice partielle � r
Tk

des triangles sphériques Tk , et sont calculés

par :

cr
l;m jTk =

Z Z

S2
� r

Tk
(�; ' )Y m

l (�; ' ) sin(� )d� d' (3.8)

Cette équation montre que la forme élémentaire pour le calcu l des coef-

�cients des harmoniques sphériques est le triangle sphériq ue. Donc, a�n de

calculer ces coef�cients harmoniques de la fonction indica trice � r , il est suf�-

sant de calculer les coef�cients correspondants de la fonct ion indicatrice � r
Tk

pour chaque triangle sphérique Tk .

3.3 Intersection avec la sphère

La décomposition de M r en une union signée des triangles sphériques est

obtenue à partir de l'intersection de la sphère Sr avec l'ensemble des tétraèdres

signés f Hkg. Étant donné un triangle ABC du maillage M , il y a quatre cas

généraux pour l'intersection de Sr avec le tétraèdre P ABC , rappelons que P

est le centre de la sphère.

Dans le premier cas, les trois sommets A, B et C du triangle sont à l'inté-

rieur de la sphère Sr . Alors, le tétraèdre P ABC n'a aucune contribution sur la
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(a) A; C 2 Sr . EG est le seul
arc non géodésique.

(b) A 2 Sr . EG est le seul arc
non géodésique.

(c) A 2 Sr . Sr intersecte
deux fois le bord BC . EE 0 et
GG0 sont les seuls arcs non
géodésiques.

F IG . 3.3 – Les cas d'intersections de la sphère Sr et un tétraèdre P ABC .

sphère Sr car il n'y a pas d'intersection avec la sphère Sr .

Dans le deuxième cas (cf. la �gure 3.3(a) ), un des trois sommets du triangle

est à l'extérieur de la sphère Sr . Supposons que c'est le sommet B. L'intersec-

tion du tétraèdre P ABC avec la sphère Sr est un triangle sphérique EF G dont

les trois sommets sont ceux de l'intersection entre Sr avec les bords AB , P B

et CB. Nous pouvons également noter que les arcs
_

EF et
_

GF sont géodésiques

alors que l'arc
_

EG ne l'est pas.

Dans le troisième cas, deux des trois sommets du triangle son t à l'extérieur

de la sphère Sr . Supposons que ce sont les sommets C et B qui se trouvent

en dehors de Sr . Donc Sr intersecte le tétraèdre P ABC soit en quatre points

(cf. la �gure 3.3(b) ), soit en six points (cf. la �gure 3.3(c) ). Dans les deux si-

tuation nous pouvons voir l'intersection comme une union de deux triangles

sphériques T1 [ T2. Dans la situation de quatre points d'intersection, T1 = EF W

et T2 = EW G. Dans l'autre situation, T1 = EF E 0 et T2 = W GG0. Dans les deux

cas, il n'y a que deux arcs non géodésiques au maximum.

Dans le quatrième cas (cf. la �gure 3.4(a) ), les trois sommets A, B et C du

triangle sont tous à l'extérieur de la sphère Sr . Donc Sr intersecte le tétraèdre

P ABC en trois points E, F et G. Ces trois points forment un triangle sphérique

T dont les trois arcs,
_

EF ,
_

F G et
_

GE, sont tous géodésiques. A cause de la

concavité de la sphère Sr , une partie du triangle ABC pourrait être à l'intérieur
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(a) A; B; C =2 Sr . Tous les
arcs sont géodésiques.

(b) A; B; C =2 Sr . Cependant ABC intersecte la sphère.

F IG . 3.4 – Les cas d'intersections de la sphère Sr et un tétraèdre P ABC .

de Sr (cf. la �gure 3.4(b) ). Dans cette situation, le triangle sphérique T ne

se trouve pas entièrement à l'intérieur du tétraèdre P ABC . Pour traiter ce

cas, considérons un point Q 2 ABC se trouvant à l'intérieur de la sphère Sr .

Alors le tétraèdre P ABC peut être vu comme union de trois tétraèdres, P ABQ,

P BCQ et P CAQ. Chacun de ces trois tétraèdres peut être traité comme décri t

dans le deuxième cas (cf. les �gures 3.3(b) et 3.3(c) ). Nous pouvons également

noter que ces trois tétraèdres produisent des triangles sph ériques contenant

au maximum un arc non géodésique pour chacun.

3.4 Les coef�cients harmoniques d'un triangle sphé-

rique

Dans cette section, nous décrivons le calcul des coef�cient s harmoniques

d'un triangle sphérique T. La description est donnée en toute généralité pour

un triangle sphérique quelconque. Nous verrons ensuite les éventuels cas par-

ticuliers.

A�n de trouver les coef�cients cr
l;m jT pour la fonction caractéristique � r

T ,

nous devons évaluer l'intégrale :

cr
l;m jT =

Z Z

S2
� r

T (�; ' )Y m
l (�; ' ) sin(� )d� d' (3.9)
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F IG . 3.5 – Paramétrisation du triangle sphériques.

où Y m
l sont les harmoniques sphériques de degré l et d'ordre m, l � 0, jmj � l ,

� 2 [0 � ] est l'angle polaire avec l'axe z et ' 2 [0 2� [ est l'angle azimutal avec

l'axe x dans le plan xy (cf. la �gure 2.3 ).

L'intégration réalisée dans l'équation 3.9 peut être ramenée de S2 au tri-

angle sphérique T sur lequel la fonction indicatrice � r
T est non nulle. Ainsi

cr
l;m jT est réduit à :

cr
l;m jT =

Z Z

T
Y m

l (�; ' ) sin(� )d� d'

=
Z ' 2

' 1

Z � 2 (' )

� 1 (' )
Y

m
l (�; ' ) sin(� )d� d'

(3.10)

� et ' correspondent à une paramétrisation du triangle EF G (cf. la �gure 3.5 ).

Bien que l'expression directe des harmoniques sphériques s ur un triangle

sphérique puisse paraître simple, les paquetages symboliq ues offerts par Math-

lab ou Mathematica n'offrent pas la possibilité de calculer l'intégration expri-

mée en équation 3.10 au delà de l'ordre l = 24. De plus, la relation entre � et '

sur les frontières du domaine de l'intégration est non linéa ire. Nous proposons

donc une approche numérique générale, que nous décrivons pl us tard dans la

section 3.5 .

3.4.1 Cas spéciaux

Dans cette sous-section, nous décrivons trois cas spéciaux de triangle

sphérique. Dans le premier cas, le triangle sphérique trave rse le grand demi-

cercle ' = 0 (cf. la �gure 3.6(a) ). Dans ce cas, les limites de ' ne sont pas dans

l'ordre correct si on intègre de ' 1 = min( ' ) à ' 2 = max( ' ). Pour résoudre ce
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(a) (b)

F IG . 3.6 – Deux cas spéciaux pour � et ' . (a) Le triangle sphérique traverse le
grand demi-cercle ' = 0. (b) Le triangle sphérique contient un des deux points
de singularité sur la sphère, le pôle nord ou le pôle sud.

problème, nous inversons les limites de ' et intégrons comme suit :

cr
l;m jT =

Z 2�

' 2

Z � 2 (' )

� 1(' )
Y

m
l (�; ' ) sin(� )d�d' +

Z ' 1

0

Z � 2 (' )

� 1 (' )
Y

m
l (�; ' ) sin(� )d�d' (3.11)

Dans le deuxième cas, le triangle sphérique contient un des d eux points

de singularité sur la sphère, le pôle nord ou le pôle sud ( � correspond à 0 ou

� respectivement). Les limites de � peuvent mener à des résultats incorrects.

Sans perte de généralité, considérons le triangle sphériqu e contenant le pôle

nord N . Pour résoudre ce problème, nous divisons le triangle T = EF G en

trois triangles sphériques T1 = NEF , T2 = NF G et T3 = NGE et puis nous

calculons la somme des intégrations sur chacun de ces triang les sphériques

individuellement (cf. la �gure 3.6(b) ).

Dans des cas rares, le triangle sphérique peut être dégénéré . Ce cas se

produit lors de l'intersection de la sphère Sr avec un tétraèdre dégénéré dont

les quatre sommets sont coplanaires, c'est-à-dire ayant un volume nul. Le

triangle sphérique dans ce cas est réduit à un arc géodésique sur la sphère.

Ainsi, l'intégration surfacique sur la sphère pour cet arc e st 0 (� 1(' ) = � 2(' )

dans l'équation 3.10 ). Ceci est cohérent avec le fait que ce tétraèdre n'a aucune

contribution au volume du modèle.
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3.5 Évaluation numérique et contrôle de l'erreur

Dans cette section, nous allons montrer comment il est possi ble d'évaluer

les intégrations de coef�cients des harmoniques sphérique s présentées dans

ce chapitre à l'aide de la méthode de Monte Carlo. Après un bre f rappel de

la stratégie de ces méthodes, nous présenterons ensuite leu r utilisation pour

évaluer les coef�cients cr
l;m jT sur le triangle sphérique T.

3.5.1 La méthode de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo tirent leur nom du fait qu'elles f ont appel

à des nombres aléatoires pour résoudre un problème. Ce sont d es méthodes

de nature statistique, et elles constituent un outil mathém atique très général,

dont le champ d'application est très vaste. Les problèmes ré solus sont, entre

autres : intégration d'équation différentielle, inversio n de matrice, transport

de particules (tels que neutrons, électrons, photons), méc anique des �uides,

mathématiques �nancières, etc. [ 10 , 16 ]

Pour chaque application, ou suivant la nature du problème en visagé, la

méthode de Monte Carlo employée a ses propres caractéristiq ues ; le “seul”

point commun entre elles est l'utilisation de nombres aléat oires pour décrire

le caractère stochastique des phénomènes ou pour résoudre d es problèmes

plus complexes ne pouvant être traités directement de maniè re ef�cace (par

exemple, intégration d'équation différentielle avec des c onditions aux limites

non-homogènes).

3.5.1.1 Méthode de Monte Carlo en 1D

Dans le cas 1D, supposons que l'intégrale à approcher par Mon te Carlo

est :

I =
Z � 2

� 1

g(x)dx (3.12)

en écrivant I sous la forme

I = ( � 2 � � 1)E(g(U)) (3.13)

et en approchant E(g(U)). Ici, U est une variable aléatoire suivant une distri-

bution uniforme sur ]� 1; � 2[ et E(g(U)) représente l'espérance mathématique de
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la variable aléatoire g(U). Pour ce faire, on utilise la loi des grands nombres :

si f Ui gi 2 N� est une suite de variables aléatoires mutuellement indépen dantes,

indépendantes de U, et de distribution uniforme sur ]� 1; � 2[ alors :

lim
n! + 1

1
n

nX

i =1

g(Ui ) = E(g(U)) (3.14)

En autres termes, si u1; : : : ; un sont des nombres tirés au hasard uniformément

dans ]� 1; � 2[, 1
n

P n
i =1 g(ui ) est une approximation de I

(� 2 � � 1 ) . L'écart type � est

égale à :

� =

vu
u
t 1

n

nX

i =1

g2(ui ) � I 2
n (3.15)

Algorithme 3.1 Évaluation par la méthode Monte Carlo en 1D.
ENTRÉE : g : fonction à intégrer sur ]� 1; � 2[ ; n : nombre de tirages uniforme au

hasard sur ]� 1; � 2[ ;

SORTIES : Q �
Z � 2

� 1

gdx et l'écart type �

1: i  1 ;
2: S  0 ;
3: T  0 ;
4: tantque i � n faire
5: U(i )  � 1 + ( � 2 � � 1) rand() ;
6: S  S + g(U(i )) ;
7: T  T + g(U(i )) � g(U(i )) ;
8: �n tantque
9: M1  S=n;

10: M2  T=n;
11: Q  (� 2 � � 1) � M 1;
12: �  (M2 � M1 � M1)

1
2

13: Retourner Q et �

Algorithme 3.1 montre les étapes principales pour évaluer une intégration

sur un domaine 1D. L'algorithme accepte comme paramètres le s informations

relatives à l'intégration ainsi que le nombre de tirages à év aluer par la mé-

thode. Les sorties de l'algorithme sont une approximation d e l'intégration et la

tolérance de l'évaluation.

3.5.1.2 Méthode de Monte Carlo en 2D
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F IG . 3.7 – La méthode de Monte Carlo en 2D. Le domaine 4 est encadré par le
domaine rectangulaire R = [ a; b] � [c; d].

Supposons à présent que l'intégrale à approcher par Monte Ca rlo est

I =
Z Z

4
f (x; y)dxdy (3.16)

avec f fonction dé�nie et continue sur 4 . Lorsque f est non bornée, on sup-

pose que l'intégrale de f comme celle de f 2 existe. Le domaine d'intégration 4 ,

ouvert et borné, est dé�ni ainsi :

4 = f (x; y) 2 R2; a < x < b; � 1(x) < y < � 2(x)g;

les fonctions � 1(x) et � 2(x) étant dé�nies et continues sur [a; b] à valeurs réelles.

Comme illustré dans la �gure 3.7 , on plonge le domaine 4 dans le rectangle

R = [ a; b] � [c; d] avec

c � min
x2 [a;b]

� 1(x)

et

d � min
x2 [a;b]

� 2(x)

et on prolonge la fonction f par 0 sur le complémentaire de 4 dans R. Soit f �
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Algorithme 3.2 Évaluation par la méthode Monte Carlo en 2D.
ENTRÉE : f : fonction à intégrer sur 4 ; a, b : bornes de l'intervalle corres-

pondant à la variable x ; � 1, � 2 : fonctions dé�nies sur [a; b] et intervenant
dans la dé�nition de 4 ; n : nombre de tirages uniforme au hasard sur
R = [ a; b] � [c; d] ;

SORTIES : Q �
Z Z

4
f dxdy et l'écart type �

1: c  minf � 1(x); a � xg ;
2: d  maxf � 2(x); a � xg ;
3: i  1 ;
4: S  0 ;
5: T  0 ;
6: tantque i � n faire
7: U(i )  a + ( b� a) rand() ;
8: V(i )  c + ( d � c) rand() ;
9: S  S + f � (U(i ); V(i )) ;

10: T  T + f � (U(i ); V(i )) � f � (U(i ); V(i )) ;
11: �n tantque
12: M1  S=n;
13: M2  T=n;
14: Q  (b� a) � (d � c) � M 1;
15: �  (M2 � M1 � M1)

1
2

16: Retourner Q et �

ce prolongement. Ainsi l'intégrale I peut-elle s'écrire :

I =
Z Z

R
f � (x; y)dxdy = aire(R)E(f � (U)) (3.17)

avec U variable aléatoire suivant une loi uniforme sur R et E(f � (U)) l'espé-

rance mathématique de la variable aléatoire f � (U). L'analyse mathématique se

poursuit comme suit, les n tirages uniformes étant faits sur le rectangle R.

Alors

I n =
1
n

nX

i =1

f � (ui ) (3.18)

est, pour n assez grand, une bonne approximation de
I

aire(R)
. De la même
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façon, l'écart type � =
p

Var(f � (U)) est approximé par :

� =

vu
u
t 1

n

nX

i =1

f 2(ui ) � I 2
n (3.19)

Algorithme 3.2 montre les étapes principales pour évaluer une intégration

sur un domaine 2D. L'algorithme accepte comme paramètres le s informations

relatives à l'intégration ainsi que le nombre de tirages à év aluer par la mé-

thode. Les sorties de l'algorithme sont une approximation d e l'intégration et la

tolérance associée à l'évaluation au sens de l'écart type � . Nous avons modi�é

cet algorithme pour qu'il accepte la tolérance de l'évaluat ion comme paramètre

au lieu du nombre de tirages. La sortie de l'algorithme se réd uit dans ce cas

à l'approximation de l'intégration. Du fait de cette modi�c ation, l'algorithme

génère des tirages tant qu'il n'a pas encore atteint la tolér ance souhaitée.

3.5.2 Évaluation sur le triangle sphérique

F IG . 3.8 – Un triangle sphérique et son triangle euclidien corre spondant.

Nous allons montrer ici comment nous pouvons évaluer les coe f�cients

cr
l;m jT à l'aide de la méthode de Monte Carlo. Un triangle sphérique T = EF G

borné par des arcs géodésiques (et qui est plus petit que son c omplémentaire

sur la sphère) peut être paramétré par le triangle euclidien partageant les

mêmes sommets (cf. la �gure 3.8 ). Par conséquent, la projection radiale du

triangle sphérique T sur son triangle euclidien correspondant peut être utilisé e

comme paramétrisation de l'intégration sur le triangle sph érique T. La fonction

que nous voulons intégrer est :

� r
T (�; ' )Y m

l (�; ' ) sin(� ) (3.20)
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où � r
T vaut 1 pour tous les points dans EF G et 0 autrement. En fait, chaque

point q sur le triangle euclidien EF G peut être écrit comme suit :

q = � 1E + � 2F + (1 � � 1 � � 2)G 0 � � 1 � 1 0 � � 2 � 1 0 � � 1 + � 2 � 1 (3.21)

Nous pouvons paramétrer (�; ' ) par (� 1; � 2) en utilisant la conversion des co-

ordonnées cartésiennes en coordonnées sphériques comme su it :

� � 1 ;� 2 = arctan

q
x2

� 1 ;� 2
+ y2

� 1 ;� 2

z� 1 ;� 2

(3.22)

' � 1 ;� 2 = arctan
y� 1 ;� 2

x � 1 ;� 2

(3.23)

Par conséquent, l'intégration sur un triangle sphérique bo rné par des arcs

géodésiques devient :

cr
l;m jT =

Z 1

0

Z 1

0
� (� � 1 ;� 2 ; ' � 1 ;� 2 )Y m

l (� � 1 ;� 2 ; ' � 1 ;� 2 ) sin(� � 1 ;� 2 )J
�

@(� � 1 ;� 2 ; ' � 1 ;� 2 )
@(� 1; � 2)

�
d� 1d� 2

(3.24)

où J
�

@(� � 1 ;� 2 ; ' � 1 ;� 2 )
@(� 1; � 2)

�
est le jacobien de (� � 1 ;� 2 ; ' � 1 ;� 2 ) par rapport à (�; � ). L'équa-

tion 3.24 est évaluée en utilisant la méthode de Monte Carlo présentée dans

la sous section précédente. Les exemples présentés dans cet te partie ont été

évalués en utilisant la méthode de Monte Carlo implantée dan s la bibliothèque

scienti�que de GNU, GSL [ 2] avec 103 comme taille maximale de l'espace d'ité-

ration.

L'évaluation numérique a les avantages suivants :

– elle maintient implicitement la dépendance entre � et ' ,

– elle peut calculer des coef�cients harmoniques d'ordres é levés.

L'évaluation numérique décrite dans cette section peut tra iter non seule-

ment le cas où le triangle sphérique possède une frontière qu i n'est pas géo-

désique (cf. les �gures 3.3(a) , 3.3(b) et 3.3(c) ), mais aussi le triangle sphérique

à qui manque une partie intérieure (cf. la �gure 3.4(b) ) sans le découper en

plus petits triangles sphériques. En fait, la fonction à int égrer, dans l'équation

3.24 , est évaluée à 0 pour les points qui ne se trouvent pas à l'inté rieur du

tétraèdre. Le test d'appartenance au tétraèdre est ce qui es t fait par la fonction

� r
T . Une vue d'ensemble de notre méthode est récapitulée par l'a lgorithme 3.3 .
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Algorithme 3.3 Une vue d'ensemble de notre méthode
ENTRÉE : Un maillage triangulaire M , une sphère Sr de rayon r et de centre

P ;
SORTIES : cr

l;m et l'écart type �
1: T  l'ensemble des triangles de M ;
2: H  l'ensemble des tétraèdres induits par P et T ;
3: cr

l;m  0;
4: pour tout h 2 H faire
5: �  l'ensemble de triangles sphériques provenant de h\ Sr , cf. les �gures

3.3 et 3.4
6: pour tout t 2 � faire
7: cr

l;m  cr
l;m + sign(h) � cr

l;m j t ,
8: I où cr

l;m j t décrit dans l'équation 3.24 et évalué par la méthode de Monte
Carlo.

9: �n pour
10: �n pour
11: Retourner cr

l;m ainsi que l'écart type � sur cr
l;m

3.5.3 Une mesure de l'erreur

Nous avons présenté comment évaluer les coef�cients des har moniques

sphériques à l'aide de la décomposition simpliciale du mail lage. Cependant,

pour des applications de �ltrage, nous avons besoin de savoi r le nombre de

coef�cients à calculer pour respecter une certaine erreur p ar rapport à la fonc-

tion de départ. Pour cela, nous avons introduit une mesure d' erreur � entre

la fonction indicatrice � r et son approximation ~� r . La mesure de l'erreur � est

dé�nie comme la distance L1 entre les deux fonctions sur les points d'échan-

tillonnage pi de la méthode de Monte Carlo sur la sphère Sr :

� =
n

max
i =1

jj � r (pi ) � ~� r (pi )jj (3.25)

� =
n

max
i =1

jj � r (� i ; ' i ) �
�X

l=0

lX

m= � l

cr
l;m Y m

l (� i ; ' i )jj (3.26)

où (� i ; ' i ) sont les coordonnées sphériques de point pi sur la sphère Sr . Nous

pouvons considérer cette mesure de l'erreur comme une fonct ion de la bande

passante � . Quand la bande passante � augmente, la mesure de l'erreur �

diminue. De ce fait, la tolérance de l'évaluation des coef�c ients doit être rai-

sonnable par rapport à l'ordre de la mesure de l'erreur souha itée � .
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3.6 Résultats

Nous illustrons ici l'utilisation de notre méthode de calcu l pour calculer la

transformée en harmoniques sphériques d'un ensemble de tra nches sphé-

riques d'objets 3D. Nous pouvons utiliser la transformée en harmoniques

sphériques pour l'ensemble des fonctions � r sur les maillages 3D dans plu-

sieurs applications. Soit N le nombre de sphères utilisées. La �gure 3.9 montre

la représentation des modèles 3D par un ensemble de coef�cie nts des harmo-

niques sphériques et N sphères. Les objets sont visualisés de la façon sui-

vante : on fait un échantillonnage régulier de la sphère avec des points Pi ,

on calcule la valeur ~� r (Pi ) pour tout i . Si ~� r (Pi ) = 0 alors le point n'est pas

af�ché sinon on l'af�che. Dans les groupes des �gures ( 3.9(a) , 3.9(b) , 3.9(c) ),

(3.9(d) , 3.9(e), 3.9(f) ) et (3.9(f) , 3.9(h) , 3.9(i) ), l'échelle de l'erreur � est �xée à

0.005, 0.002 et 0.001 respectivement. L'échelle de l'erreu r est prise comme

le taux entre � et la diagonale de la boite englobante du maillage. La valeur

maximale de � correspondante sur l'ensemble des sphères est 32, 130 et 200

respectivement. La tolérance de l'évaluation des coef�cie nts des harmoniques

sphériques est �xée dans ces exemples à 95%. En fait, la quali té de cette repré-

sentation dépend du nombre de sphères utilisées et de la larg eur du spectre

calculé et du nombre de points utilisés dans la méthode de Mon te Carlo pour

évaluer les coef�cients des harmoniques sphériques. Cepen dant, la présence

de la discrétisation dans le rayon r fait que cette représentation est visuelle-

ment un peu loin d'être une représentation alternative des m odèles 3D. Par

contre, cet ensemble de fonction � r est considéré comme un bon candidat pour

la reconnaissance de forme 3D.

Le but de la reconnaissance de formes 3D est de trouver une rep résenta-

tion numérique des formes pour lesquelles un index peut être construit (cf. la

�gure 3.10 ). A l'inverse des données textuelles ou alphanumériques, l es objets

3D ne sont pas décrits par un alphabet et ne peuvent être réper toriés dans un

dictionnaire. Il faut donc décrire ces objets tridimension nels à l'aide de des-

cripteurs de bas niveau comme la forme ou de haut niveau comme le contexte.

Un descripteur doit idéalement avoir les propriétés suivan tes :

– facile à indexer ;

– rapide à calculer ;

– de faible volume de stockage ;

– invariant par similarité (translation, symétrie, rotati on, homothétie...) ;
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25 sphères 50 sphères 100sphères

(a) � = 0 :005) max � = 32 (b) � = 0 :005) max � = 32 (c) � = 0 :005) max � = 32

(d) � = 0 :002) max � = 130 (e) � = 0 :002) max � = 130 (f) � = 0 :002) max � = 130

(g) � = 0 :001) max � = 200 (h) � = 0 :001) max � = 200 (i) � = 0 :001) max � = 200

F IG . 3.9 – La représentation du modèle de Bunny en utilisant les h armoniques
sphériques et un ensemble de sphères. Le nombre de sphères ut ilisées est 25,
50, 100. Dans les groupes des �gures (a, b, c), (d, e, f) et (g, h , i), l'échelle de
l'erreur � est �xée à 0.005, 0.002 et 0.001 respectivement. L'échelle d e l'er-
reur est prise comme le taux entre � et la diagonale de la boite englobante du
maillage. La valeur maximale de � correspondante sur l'ensemble des sphères
est 32, 130 et 200 respectivement.
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F IG . 3.10 – L'indexation 3D consiste à coder de manière compacte l'informa-
tion relative à un modèle 3D a�n d'optimiser les recherches d ans les bases de
données d'objets 3D. (image extraite de [ 98 ])

– insensible au bruit et aux caractéristiques petites et/ou super�ues ;

– indépendant de la représentation 3D ;

– robuste aux dégénérescences topologiques ;

– capable d'opérer avec des niveaux de résolution différent s.

Les approches basées sur les histogrammes de courbure [ 105 ] ou les EGI (Ex-

tended Gaussian Images) [ 41 , 45 ] décrivent de manière très locale la géométrie

des objets et de ce fait sont très sensibles aux modi�cations du maillage (bruit

sur la position des sommets, décimation, etc.). Inversemen t les approches glo-

bales basées sur les distributions de forme [ 71] décrivent la forme des objets

3D de manière trop imprécise pour être des outils de recherch e pertinents. Le

lecteur intéressé par un état de l'art exhaustif peut se réfé rer à [ 106 ].

Les harmoniques sphériques apparaissent comme une solutio n très pro-

metteuse. L'idée est de décomposer les modèle 3D en une série des fonctions

� r dé�nies sur des sphères concentriques et d'éliminer la phas e (l'information

liée à l'orientation de l'objet) en utilisant les harmoniqu es sphériques pour

chacune de ces fonctions. C'est-à-dire, chaque fonction � r est décrite par sa

quantité d'énergie qu'elle contient aux différentes fréqu ences. Puisque cette

quantité ne change pas quand la fonction est tournée autour d e l'origine, ce

descripteur est invariable à la rotation.

Par la restriction de la décomposition en harmoniques sphér iques à l'en-

semble des harmoniques sphériques ayant la fréquence l, on obtient un sous

espace Vl :

Vl = Span(V � l
l ; V � l+1

l ; : : : ; V l � 1
l ; V l

l ) (3.27)
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– Vl est la représentation du groupe de rotation. C'est-à-dire, pour chaque

fonction f 2 Vl et chaque rotation < , < (f ) 2 Vl .

– Vl est irréductible. C'est-à-dire, on ne peut pas trouver V 0
l et V 00

l tel que

Vl = V 0
l � V 00

l où V 0
l et V 00

l sont aussi deux représentations du groupe de

rotation.

Le premier point présente une manière pour décomposer les fo nctions sphé-

riques en des composants invariables à la rotation. Alors qu e le deuxième

point garantit que cette décomposition est optimale.

Les énergies de la fonction sphérique � r sont représentées par :

Energie (� r ) = fjj 
 0
r jj ; jj 
 1

r jj ; : : :g (3.28)

où 
 l
r sont les composants fréquentiels de � r :


 l
r (�; ' ) =

m= lX

m= � l

cr
l;m Y m

l (�; ' ) (3.29)

Donc, le descripteur de forme d'un objet 3D est donné en terme des harmo-

niques sphériques et N sphères par :

2

6
6
6
6
4

jj 
 0
r 1

jj jj 
 1
r 1

jj : : : jj 
 �
r 1

jj

jj 
 0
r 2

jj jj 
 1
r 2

jj : : : jj 
 �
r 2

jj

: : : : : : : : : : : :

jj 
 0
r N

jj jj 
 1
r N

jj : : : jj 
 �
r N

jj

3

7
7
7
7
5

(3.30)

Maintenant, nous allons montrer la liste de comparaisons en tre quelques

modèles 3D. Le tableau 3.1 montre la comparaison entre quelques modèles

3D ainsi que leurs versions simpli�ées et pivotées autour de s axes par des

angles aléatoires. Ces chiffres sont obtenus en calculant l a distance eucli-

dienne L2 entre les descripteurs de formes 3D. La comparaison montre q ue le

descripteur de forme par les harmoniques sphériques ne perd pas son ef�ca-

cité quand l'orientation du modèle ou le nombre de points cha nge. Par contre

ce descripteur de forme n'est pas bijectif. C'est-à-dire, n ous pouvons trouver

deux objets différents ayant le même descripteur de forme (c f. la �gure 3.11 ).

En fait, l'utilisation des harmoniques sphériques dans l'a pplication de re-

connaissance de forme 3D est déjà existe [ 28 ]. Par contre, l'évaluation des

coef�cients des harmoniques sphériques est faite par une vo xelisation préa-
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X X X X X X X X X X XXModèle
Modèle

Bunny Bunny1 Dragon Dragon1 Buddha Buddha1

Bunny 0.000 0.036 0.318 0.320 0.496 0.502
Bunny1 0.036 0.000 0.329 0.331 0.504 0.509
Dragon 0.318 0.329 0.000 0.013 0.461 0.467

Dragon1 0.320 0.331 0.013 0.000 0.458 0.464
Buddha 0.496 0.504 0.461 0.458 0.000 0.022

Buddha1 0.502 0.509 0.467 0.464 0.022 0.000

TAB . 3.1 – La liste de comparaisons entre quelques modèles 3D. Le s modèle
Bunny1 (948 facettes), Dragon1 (11102 facettes) et Buddha1 (15536 facettes)
sont des versions simpli�ées des modèles de Bunny (69451 fac ettes), Dragon
(871414 facettes) et Buddha (1087716 facettes) respective ment. Tous les mo-
dèles simpli�és sont ensuite subis des rotation d'angles al éatoires.

(a) (b)

F IG . 3.11 – Le descripteur de forme est invariable à la rotation m ais n'est
pas bijectif. (a) La fonction sphérique (en bas) est créée en tournant un des
composants de la fonction sphérique au dessus. Les deux fonc tions ont le
même descripteur de forme. (b) L'objet à droite est obtenu en tournant la
partie intérieure de l'objet à gauche. Le deux objets ont le m ême descripteur
de forme.
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lable de l'objets 3D.
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Dans le chapitre précédent, nous avons montré comment nous p ouvons

distribuer le calcul de la transformée en harmoniques sphér iques de la fonc-

tion indicatrice, d'une tranche sphérique d'un volume déli mité par un maillage,

directement sur les triangles composant ce maillage. Le cal cul consiste à

évaluer une somme signée d'harmoniques sphériques calculé s à partir d'un

ensemble de triangles sphériques correspondant à une décom position de la

tranche sphérique. Dans ce chapitre, nous allons plutôt nou s intéresser au

moyen de paramétriser les maillages 3D par des fonctions sph ériques fréquen-

tielles. Dans un premier temps, nous allons spéci�quement n ous intéresser

61
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aux maillages étoilés par rapport à un point puisque tels mai llages comportent

une paramétrisation sphérique naturelle. Nous présentero ns un algorithme

rapide et précis pour calculer directement la décompositio n en harmoniques

sphériques de la paramétrisation sphérique d'un tel mailla ge. Les calculs se-

ront effectués dans un premier temps sur les triangles puis n ous montrerions

comment aller plus loin dans le calcul par effectuer la décom position des cal-

culs sur les arêtes du maillage seulement et non plus sur les t riangles du

maillage.

4.1 La fonction sphérique et sa décomposition an-

gulaire

Soit M un maillage étoilé par rapport à un point P. Ce maillage comporte

une paramétrisation sphérique naturelle par rapport au poi nt P (cf. la �gure

4.1(a) ). Cette paramétrisation est simplement la projection du ma illage M sur

(a) (b)

F IG . 4.1 – Un maillage étoilé par rapport à un point P comporte une para-
métrisation sphérique naturelle par rapport à P. (a) La fonction sphérique
dé�nissant le maillage étoilé. (b) La décomposition angula ire de cette fonction
sphérique en des fonctions partielles.

la sphère S2. Considérons le point P comme centre du système des coordon-

nées sphériques. La fonction sphérique f mesure la distance radiale du point

P au point d'intersection p entre le rayon (�; ' ) issu de P et la surface de M .
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Donc, la fonction f : S2 �! R+ peut être écrite simplement par suit :

f (�; ' ) = jjpPjj (4.1)

(�; ' ) sont les coordonnées angulaires de p. De la même manière que la fonc-

tion f a été dé�nie, on peut dé�nir la fonction f i permettant de paramétrer le

triangle Ti 2 T du maillage M (cf. la �gure 4.1(b) ). C'est-à-dire que chaque fonc-

tion f i est égale à la valeur de f pour tous les points appartenant au triangle

Ti 2 T et à zéro sinon :

f i (�; ' ) = � i (�; ' )f (�; ' ) (4.2)

où � i est la fonction indicatrice du triangle Ti .

Les projections des triangles Ti sur la sphère S2 peuvent être considérées

comme partitionnement du domaine de dé�nition de la fonctio n sphérique f .

En conséquence, la fonction sphérique f peut être décomposée sur ces sous

domaines comme suit :

f (�; ' ) =
X

Ti 2 T

� i (�; ' )f (�; ' )

=
X

Ti 2 T

f i (�; ' )
(4.3)

L'expansion de chaque fonction f i (�; ' ) en harmoniques sphériques est donnée

par :

f i (�; ' ) =
1X

l=0

lX

m= � l

ci
l;m Y m

l (�; ' ) (4.4)

Par conséquent, l'expansion de la fonction sphérique f peut être réécrite comme

suit :

f (�; ' ) =
X

Ti 2 T

 
1X

l=0

lX

m= � l

ci
l;m Y m

l (�; ' )

!

=
1X

l=0

lX

m= � l

 
X

Ti 2 T

ci
l;m

!

Y m
l (�; ' )

(4.5)

Si on désigne par cl;m les coef�cients de la décomposition en harmoniques

sphériques de la fonction f :

f (�; ' ) =
1X

l=0

lX

m= � l

cl;m Y m
l (�; ' ) (4.6)
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On obtient donc :

cl;m =
X

Ti 2 T

ci
l;m (4.7)

Chaque coef�cient cl;m de la transformée en harmoniques sphériques de la

fonction f est égal à la somme des coef�cients correspondants ci
l;m dans la

transformée en harmoniques sphériques des fonctions f i . Chaque coef�cient

ci
l;m est calculé par :

ci
l;m =

Z Z

Ti

f i (�; ' )Y m
l (�; ' ) sin(� )d� d' (4.8)

La dernière équation évalue les coef�cients ci
l;m comme intégration surfacique

sur le triangle Ti . Dans les sections suivantes, nous allons montrer comment

nous pouvons évaluer ces coef�cients a�n d'obtenir une repr ésentation fré-

quentielle d'objets étoilés par un ensemble de coef�cients des harmoniques

sphériques.

4.2 Calcul de la THS décomposée sur les triangles

Les coef�cients des harmoniques sphériques dans l'expansi on de la fonc-

tion sphérique f i est exprimés comme une double intégration sur le triangle

Ti (cf. l'équation 4.8 ). Les calculs symboliques induits par ces intégrations

ne sont pas capables d'aboutir à des résultats exacts. Ceci e st dû à la dif�-

culté d'intégration des expressions analytiques des harmo niques sphériques.

De plus, nous n'avons pas de forme analytique pour la fonctio n f . Pareillement

à la section 3.5 , nous proposons évaluer ces coef�cients à l'aide de la métho de

de Monte Carlo. Dans ce cas, le domaine de l'évaluation est le s triangles sphé-

riques issus de la projection des triangles du maillage sur l a sphère. Pour

automatiser le choix de la bande passante, nous pouvons réut iliser la mesure

de l'erreur présentée dans la section 3.5.3 :

� =
n

max
i =1

jj f (vi ) � ~f (vi )jj (4.9)

où f vi gn
i =1 sont les sommets du maillage et ~f est l'approximation de la fonction

f utilisant la bande passante � . La �gure 4.2 montre la représentation d'un

objet étoilé à différents niveaux de détails en utilisant le s harmoniques sphé-
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(a) � = 0 :05 ) � = 8 (b) � = 0 :01 ) � = 16 (c) � = 0 :005) � = 28 (d) � = 0 :001) � = 256

F IG . 4.2 – La représentation d'un objet étoilé à différents nive aux de détails
utilisant les harmoniques sphériques.

riques. Ces représentations sont obtenues par évaluation d es coef�cients des

harmoniques sphériques par la méthode de Monte Carlo sur les triangles Ti

composant le maillage. La tolérance de l'évaluation de chaq ue coef�cient est

�xée à 95%.

Limitant le calcul des coef�cients des harmoniques sphériq ues au niveau

d'un triangle, la bande passante satisfaisant une précisio n géométrique don-

née dépend des deux facteurs suivants :

– La position du triangle par rapport à P (cf. la �gure 4.3(a) ),

– L'angle de l'orientation du triangle par rapport à P (cf. la �gure 4.3(b) ).

(a) (b)

F IG . 4.3 – L'orientation et la position du triangle par rapport à P. (a) La position
d'un triangle est mesurée par la distance D entre le centroïde de ce triangle
et le point P. (b) L'orientation est mesurée par l'angle � suspendu entre la
normale de triangle et la droite connectant P et le centroïde de ce triangle.

Dans la sous section suivante, nous expliquons ces deux fact eurs et leur in-

�uence sur la bande passante � .
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4.2.1 Orientation et position du triangle par rapport au cen tre

L'évaluation des coef�cients ci
l;m de la transformée en harmoniques sphé-

riques de la fonction f i est effectués sur le triangle sphérique correspondant

au secteur de projection du triangle Ti sur la sphère. La taille de ce secteur

dépend de la position du triangle Ti par rapport à P. Elle dépend également de

l'orientation de Ti par rapport à P.

La position du triangle par rapport au point P. La position du triangle

par rapport au point P est mesurée par la distance D entre le centroïde 3 du

triangle et le points P. En effet, quand cette distance augmente, la taille du

secteur de projection du triangle diminue.

Orientation de triangle par rapport au point P. L'orientation d'un triangle

par rapport au point P est mesurée par l'angle � entre la normale du triangle

et la droite connectant le centroïde de ce triangle et P. Quand cet angle d'orien-

tation augmente, la taille du secteur de projection du trian gle sur la sphère

diminue.

Pour garder la même précision géométrique, nous devons comp enser la

distorsion dû au décroissement du secteur de projection sur la sphère. La

�gure 4.4 montre l'in�uence de la position et l'orientation d'un tria ngle sur

la bande passante satisfaisant une précision géométrique d onnée. Nous com-

mençons par un triangle ayant une distance initiale D et un angle d'orientation

� = 0. Nous avons �xé � et augmenté D (la courbe bleue). Nous avons ensuite

�xé D et augmenté � (la courbe rouge). Nous pouvons également noter que

l'angle d'orientation a plus d'in�uence sur la bande passan te que la distance

du centre de la sphère P.

Le bon choix de la sphère de projection garantit une bonne ori entation des

triangles par rapport au centre de la sphère. Dans la sous sec tion suivante,

nous proposons une méthode qui nous permet de bien choisir le centre de

sphère de projection pour que les triangle du maillage soien t bien orientés par

rapport au centre de sphère.

3Le centroïde d'un triangle est l'intersection des trois bis sectrices de ce triangle.
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�

0 1:0 2:0 3:0 4:0 5:0 6:0 7:0 8:0
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� est �xée à 0.001

F IG . 4.4 – L'in�uence du positionnement et l'orientation d'un t riangle sur
la bande passante satisfaisant une précision géométrique d onnée. L'angle
d'orientation a plus d'in�uence sur la bande passante que la distance de l'ori-
gine P.

4.2.2 Choix optimal de la sphère

Dans la sous section précédente, nous avons montré que la pré cision géo-

métrique de la décomposition en harmoniques sphériques de l a fonction f i

dépend de deux facteurs relatifs au centre. Le problème est q u'un centre ne

sera jamais bon pour tous les triangles. Dans cette sous sect ion, nous op-

timisons la position du centre pour qu'il approxime le mieux l'ensemble de

sommets au sens des moindres carré.

Une sphère est caractérisée par son centre (x0; y0; z0) et son rayon r0. Tous

les points p = ( x; y; z) sur la sphère satisfont l'équation :

(x � x0)2 + ( y � y0)2 + ( y � y0)2 = r 2
0 (4.10)

Étant donné un ensemble de point f pi gn
i =1 , nous cherchons la sphère qui ap-

proxime bien l'ensemble de points. L'équation générale de l a sphère nous per-

met de dé�nir une fonction de minimisation  comme suit :

 (pi ) = r 2
i � r 2

0 = ( x i � x0)2 + ( yi � y0)2 + ( yi � y0)2 � r 2
0 1 � i � n (4.11)
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(a) � = 90 (b) � = 130 (c) � = 220

F IG . 4.5 – Quelques exemples de maillages étoilés représentés p ar les har-
moniques sphériques avec une précision géométrique � = 0:001. Les centres
des sphères sont choisis de façon adaptée à la géométrie des s ommets des
maillages.

Ainsi

 (pi ) = � 2(x i x0 + yi y0 + yi y0) + ( x2
0 + y2

0 + z2
0 � r 2

0) + ( x2
i + y2

i + z2
i ) 1 � i � n (4.12)

La fonction de minimisation  est un polynôme quadratique dans les incon-

nues x0, y0, z0 et r0. Pour linéariser cette expression, nous introduisons la

quantité � = x2
0 + y2

0 + z2
0 � r 2

0. La fonction de minimisation  est donc :

 (pi ) = � 2(x i x0 + yi y0 + yi y0) + � + ( x2
i + y2

i + z2
i ) 1 � i � n (4.13)

La minimisation de la fonction  peut être mise sous la forme matricielle AX =

B où les variables A, X et B sont dé�nies comme suit :

A =

2

6
6
6
6
4

2x1 2y1 2z1 � 1

2x2 2y2 2z2 � 1

: : : : : : : : : : : :

2xn 2yn 2zn � 1

3

7
7
7
7
5

X =

2

6
6
6
6
4

x0

y0

z0

�

3

7
7
7
7
5

B =

2

6
6
6
6
4

x2
1 + y2

1 + z2
1

x2
2 + y2

2 + z2
2

: : :

x2
n + y2

n + z2
n

3

7
7
7
7
5

Les inconnues de ce système d'équations sont x0, y0, z0 et � . Nous avons

résolu ce système d'équation linéaire par la méthode des moi ndres carrés. A

partir des valeurs de x0, y0, z0 et � , nous pouvons calculer facilement la valeur

de r0. Cela nous permet de choisir le centre de la sphère de façon ad aptée

à la géométrie des sommets du maillage. La �gure 4.5 montre des exemples

des objets étoilés représentés par les harmoniques sphériq ues. Le centre de la

sphère est adaptivement choisi pour que les triangles du mai llages soient bien
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orientés par rapport au centre de la sphère.

4.3 Extension du calcul de la THS sur les arêtes

Dans la section précédente, nous avons montré comment évalu er les coef�-

cients ci
l;m par une intégration 2D sur le triangle Ti . Nous avons ensuite montré

comment choisir un centre d'étoilement globalement le plus adapté à la géo-

métrie des sommets du maillage et à l'orientation des triang les du maillage.

Dans cette section, nous montrons comment aller plus loin da ns le calcul des

coef�cients ci
l;m . Nous allons montrer que l'évaluation de ces coef�cients pe ut

être effectuée par des intégrations 1D sur les bords du trian gle Ti . Pour ce

faire, nous exploitons le théorème de Curl (cf. la section 4.3.2 ).

4.3.1 Motivation

(a) (b)

F IG . 4.6 – L'évaluation de Monte Carlo sur les triangles (a) et su r ses arêtes
(b).

Comme expliqué dans la section 3.5.1 , l'évaluation numérique des inté-

grales sur les triangles est effectuée par génération de poi nts aléatoires sur

des triangles sphériques (cf. la �gure 4.6(a) ). Pour avoir une évaluation suf-

�samment précise, la méthode d'évaluation numérique doit g énérer assez de

points aléatoires. De plus, ces points doivent être distrib ués uniformément

sur le triangle. L'évaluation des coef�cients ci
l;m par des intégrations sur les

arêtes du maillage réduit la dimensionalité du problème à de s intégrations 1D

sur des arcs géodésiques de la sphère. Sur ces arcs géodésiqu es, la méthode

d'évaluation numérique générera un nombre de points beauco up moins pour

obtenir une certaine densité de points qu'elle n'en générer a sur un triangle (cf.

la �gure 4.6(b) ). De plus, la génération de points uniformément distribués sur
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des arêtes est directe à l'aide de l'équation paramétrique d e l'arête :

p = vi + � (vj � vi ) � 2 [0 1] (4.14)

où vi et vj sont les deux extrémités de l'arête vi vj .

Pour réduire l'évaluation des coef�cients des harmoniques sphériques à

des intégration sur les bords des triangles, nous nous appuy ons sur la théorie

du Curl dont le résumé est présenté dans la sous section suiva nte. Nous allons

ensuite montrer comment adapter les intégrations correspo ndant aux coef�-

cients des harmoniques sphériques pour qu'on puisse appliq uer la théorie du

Curl.

4.3.2 La théorie du Curl

Dans le calcul vectoriel, le Curl est un opérateur qui mesure la quantité

de rotation d'un champ vectoriel ainsi que la direction de ce tte rotation. Le

Curl d'un vecteur F est dé�ni comme la limite du rapport entre l'intégrale

surfacique du produit vectoriel de F avec la normale n d'une surface fermée

S, et le volume V borné par cette surface quand le volume tend vers zéro :

Curl(F) = lim
V ! 0

1
V

I

S
n � FdS

En mathématiques le Curl est noté par : Curl(F) = r � F. C'est-à-dire qu'il

peut être exprimé comme le produit vectoriel entre l'opérat eur de gradient et

le champ F.

Théorème 4.1. Étant donné une fonction vectorielle 3D F et un domaine surfa-

cique S, la théorie de Curl constate que :

Z

S
(O � F) � da =

Z

@S
F � ds (4.15)

où l'intégration à gauche est une intégration surfacique su r le domaine S et

l'intégration à droite est une intégration linéaire sur les frontières de S.

La théorie de Curl s'inscrit dans les théories fondamentale s de calcul four-

nissant des méthodes pour exprimer l'intégration d'une fon ction sur l'intérieur

d'une région comme une intégration sur sa frontière (cf. la � gure 4.7 ).
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(a) (b)

F IG . 4.7 – La théorie du Curl exprime l'intégration sur la région S (a) par une
intégration sur sa frontière @S(b).

Dans le système de coordonnées sphériques (cf. la sous secti on 2.1.2.1 ), le

Curl d'une fonction vectorielle F = ( F r ; F � ; F ' ) est dé�ni comme :

O � F =

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

1
r sin �

h
@(sin � F ' )

@� � @F �
@'

i

1
r

h
1

sin �
@F r
@' � @(r F ' )

@r

i

1
r

h
@(r F � )

@r � @F r
@�

i

3

7
7
7
7
7
7
7
7
5

h
r̂ �̂ '̂

i
(4.16)

Par ailleurs, les éléments d'aire et de longueur sont donnés par :

da = r 2 sin� d� d' r̂ (4.17)

ds = dr r̂ + rd� �̂ + r sin� d' '̂ (4.18)

Rappelons que les trois vecteurs principaux r̂ , �̂ et '̂ dé�nissent un repère

orthonormés :

r̂ � �̂ = r̂ � '̂ = �̂ � '̂ = 0 (4.19)

Nous obtenons donc :

(O � F):da = r
�

@(sin � F ' )
@�

�
@F �

@'

�
d� d' (4.20)

Par conséquent, dans le système de coordonnées sphériques, la théorie du

Curl s'écrit comme suit :
Z

S
r

�
@(sin � F ' )

@�
�

@F �

@'

�
d� d' =

Z

@S
[F r dr + rF � d� + r sin� F ' d' ] (4.21)
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4.3.3 Le calcul des HSs

Nous allons maintenant montrer comment adapter les intégra tions corres-

pondant aux coef�cients ci
l;m pour qu'on puisse appliquer la théorie de Curl.

Pour calculer les coef�cient des harmoniques sphériques ci
l;m par intégra-

tion linéaire sur les arêtes du triangle Ti 2 T en exploitant l'équation 4.21 ,

nous avons besoin d'une fonction vectorielle F i = ( F i
r ; F i

� ; F i
' ) satisfaisant l'éga-

lité suivante :

(O � F i ) � da = f i (�; ' )Y m
l (�; ' ) sin(� )d� d' (4.22)

Toute fonction vectorielle satisfaisant l'équation 4.22 permettra d'obtenir

une même évaluation des coef�cients ci
l;m . Nous allons montrer qu'il est en

particulier possible de trouver un champ vectoriel de la for me F i = (0 ; F i
� ; 0).

Cela signi�e que les lignes du champs sont géodésiques et dan s la direction

de �̂ . Ceci nous permet de simpli�er l'expression de la théorie du Curl. Par

conséquent, sur la sphère de l'unité ( r = 1), l'équation ci-dessus se réduit à :

(O � F i ) � da = �
@F i

�

@'
d� d' = f i (�; ' )Y m

l (�; ' ) sin(� )d� d' (4.23)

Soit

�
@F i

�

@'
= f i (�; ' )Y m

l (�; ' ) sin(� ) (4.24)

En intégrant les deux coté par rapport à ' , on obtient donc

F i
� = �

Z
f i (�; ' )kl;m Pm

l (cos� ) sin(� )e� im' d' (4.25)

= � kl;m Pm
l (cos� ) sin(� )

Z
f i (�; ' )e� im' d' (4.26)

Étant données u et v deux fonctions, la forme générale de l'intégration par

partie assure que : Z
udv = uv �

Z
vdu

Considérons que m est non nulle. Par application de l'intégration par partie

aux fonction u = f i (�; ' ) et dv = e� im' d' , nous obtenons donc :

du =
@fi (�; ' )

@'
d'

v =
� 1
im

e� im'
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Par conséquent, la substitution dans l'équation 4.26 donne :

F i
� =

f i kl;m Pm
l (cos� ) sin(� )e� im'

im
�

kl;m Pm
l (cos� ) sin(� )

im

Z
e� im' @fi

@'
d' (4.27)

Utilisant cette expression de F i
� et la théorie du Curl, l'évaluation de coef�cient

ci
l;m équivaut à :

ci
l;m =

Z Z

Ti

(O � F i ) � da (4.28)

Alors,

ci
l;m =

Z

@Ti

F i
� � ds (4.29)

où @Ti est la frontière du triangle Ti . Ainsi nous pouvons calculer les coef�-

cients des harmoniques sphérique ci
l;m en appliquant la théorie du Curl à la

fonction vectorielle F i . Le calcul des coef�cients ci
l;m se ramène à une intégra-

tion 1D de F i sur les bords du triangle Ti . Cependant, l'intégrale à droite de

l'équation 4.27 n'est pas facile à calculer et doit être simpli�ée. Dans ce qu i

suit, nous allons montrer comment simpli�er cette intégral e.

F IG . 4.8 – g1 mesure la distance de p au plan contenant Ti dans la direction
orthogonale alors que g2 mesure la distance de p à ce plan dans la direction r̂ .

Supposons que les quantités g1 et g2 sont dé�nies comme suit (cf. la �gure

4.8 ) :

g1(p) =
�!
ppi �n i (4.30)

g2(p) = r � f i (�; ' ) p = ( r; �; ' ) (4.31)

g1 mesure la distance de p au plan contenant Ti dans la direction orthogonale

alors que g2 mesure la distance de p à ce plan dans la direction r̂ . Le gradient
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de g1 est égal à la normale n i :

Og1 = n i (4.32)

De plus, on a

g1 = g2 cos
 (4.33)

où cos
 = r̂ � n i . Ainsi

Og1 = Og2 cos
 + g2Ocos
 (4.34)

Cependant, pour tous les points p appartenant à Ti , la quantité g2(p) est nulle.

Alors :

Og1 = Og2 cos
 (4.35)

Ainsi

O(r � f i ) � (r̂ � n i ) = n i (4.36)
�

r̂ �
@fi
@r

r̂ �
1
r

@fi
@�

�̂ �
1

r sin(� )
@fi
@'

'̂
�

� (r̂ � n i ) = n i (4.37)

En multipliant chaque côté par '̂ , on obtient :

�
1

r sin�
@fi
@'

r̂ � n i = n i � '̂ (4.38)

Soit, � = �
r sin�
r̂ � n i

, l'équation au dessus devient :

@fi
@'

= � n i � '̂ (4.39)

Ainsi, l'intégrale à droite de l'équation 4.27 se simpli�e en :

Z
e� im' @fi

@'
d' = �

Z
(n i � '̂ )e� im' d' (4.40)

La normale n i est constante pour tous les points qui se trouvent sur la surf ace

du triangle Ti . En plus, '̂ est le vecteur unité dans la direction de ' et est égal

à (� sin(' ); cos(' ); 0) (cf. la section 2.1.2.1 ). Nous avons donc :

Z
e� im' @fi

@'
d' = � n i �

Z
'̂e � im' d' (4.41)

Pour évaluer l'intégration présentée dans l'équation 4.41 , les deux sous inté-
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grations suivantes doivent être évaluées :

I 1 =
Z

� sin(' )e� im' d' (4.42)

I 2 =
Z

cos(' )e� im' d' (4.43)

Maintenant, nous allons montrer comment nous pouvons évalu er ces intégra-

tions à l'aide de l'intégration par partie. Commençant par :

I 1 =
Z

� sin(' )e� im' d' (4.44)

Prenant u = � sin(' ) et dv = e� im' d' , nous obtenons :

du = � cos(' )d'

v =
� 1
im

e� im'

Par conséquent, l'application de l'intégration par partie à l'équation 4.44 nous

donne :

I 1 =
sin(' )e� im'

im
�

1
im

Z
cos(' )e� im' d' (4.45)

Appliquant l'intégration par partie encore une fois en pren ant u = cos(' ) et

dv = e� im' d' , nous obtenons :

du = � sin(' )d'

v =
� 1
im

e� im'

Par conséquent :

I 1 =
sin(' )e� im'

im
�

1
im

�
� cos(' )e� im'

im
+

1
im

Z
� sin(' )e� im' d'

�

=
sin(' )e� im'

im
�

cos(' )e� im'

m2
+

1
m2

I 1

Ainsi :

I 1 =
e� im'

1 � m2
[cos(' ) + im sin(' )] m 6= � 1 (4.46)

D'autre part, quand m = � 1, nous pouvons réécrire l'équation 4.44 comme



76 C HAPITRE 4 : Représentation de maillages étoilés par les HSs

suit :

I 1 =
Z

� sin(' )e� im' d'

=
Z

� sin(' ) [cos(' ) � im sin(' )] d'

=
Z

� sin(' ) cos(' )d' + im
Z

sin2(' )d'

=
1
4

cos(2' ) +
im
2

Z
(1 � cos(2' ))d'

=
1
4

cos(2' ) +
im
2

(' �
1
2

sin(2' ))

Donc la solution �nale de I 1 est :

I 1 =

8
><

>:

e� im'

1 � m2
[cos' + im sin ' ] m 6= � 1

1
4

cos 2' +
im
2

[' �
1
2

sin 2' ] m = � 1
(4.47)

De la même façon, nous pouvons véri�er que la solution de I 2 est :

I 2 =

8
><

>:

e� im'

1 � m2
[sin ' � im cos' ] m 6= � 1

im
4

cos 2' +
1
2

[' +
1
2

sin 2' ] m = � 1
(4.48)

Par conséquent, étant donné les directions de la normale sur la surface, nous

pouvons évaluer F i
� pour n'importe quelle valeur de l, m (m 6= 0), � et de ' en

utilisant les équations :

F i
� =

f i kl;m Pm
l (cos� ) sin(� )e� im'

im
�

kl;m Pm
l (cos� ) sin(� )

im

Z
e� im' @fi

@'
d' (4.49)

Z
e� im' @fi

@'
d' = sin( � )� n i � (I 1; I 2; 0) (4.50)

et par conséquent nous obtenons la valeur de ci
l;m .

Quand m = 0, l'équation 4.26 se réduit à :

F i
� = � kl;0P0

l (cos� ) sin(� )
Z

f i d' (4.51)

Prenant u = f i et dv = 1, l'application de l'intégration par partie à cette équatio n



4.4 Évaluation numérique 77

nous donne :

F i
� = � kl;0P0

l (cos� ) sin(� )
�

'f i �
Z

'
@fi
@'

d'
�

(4.52)

Utilisant l'équation 4.39 , nous obtenons :

F i
� = � kl;0P0

l (cos� ) sin(� )'f i + kl;0P0
l (cos� ) sin(� )� n i �

Z
' '̂ d' (4.53)

où l'intégration
R

' '̂ d' est égale à :

Z
' '̂ d' = ( ' cos(' ) � sin(' ); ' sin(' ) + cos(' ); 0) (4.54)

4.4 Évaluation numérique

Dans la sous section 4.3.3 , nous avons proposé une fonction vectorielle

F i = ( F i
r ; F i

� ; F i
' ) permettant d'évaluer les coef�cients ci

l;m par intégration sur

les arêtes des triangles Ti :

ci
l;m =

Z

@Ti

F i
� ds (4.55)

Nous montrons maintenant comment évaluer numériquement ce s coef�cients

en adoptant la méthode de Monte Carlo présentée dans la secti on 3.5.1.1 .

Selon la stratégie de la méthode de Monte Carlo, nous avons be soin d'une

suite de points uniformément échantillonnés sur les bords d e triangle Ti . Heu-

reusement, la génération d'une telle suite de points est dir ecte à partir de

l'équation paramétrique de segment vi vj :

p = vi + � (vj � vi ) � 2 [0 1] (4.56)

L'approche qui en découle pour évaluer les coef�cients des h armoniques sphé-

riques est récapitulée dans l'algorithme 4.1 .

La �gure 4.9 montre une comparaison, à nombre de points �xé, entre l'éva-

luation des coef�cients des harmoniques sphériques sur les triangles et sur

les arêtes des triangles. Le modèle de Vase est visualisé de l a façon suivante :

on fait un échantillonnage régulier de la sphère avec des poi nts Pi , on visualise

ensuite la valeur de ~f (Pi ). Dans cet exemple, nous avons �xé les paramètres

d'évaluation suivants : le même nombre de points générés et l e même nombre

de coef�cients dans les deux cas. Nous pouvons remarquer que les détails géo-
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Algorithme 4.1 Les étapes principales pour calculer cl;m sur les arêtes.
ENTRÉE : Un maillage triangulaire M orienté de façon consistante ;
SORTIES : cl;m coef�cient de la THS de la fonction f (�; ' ) représentant M et

l'écart type � ;
T ( l'ensemble des triangles de M ;
E ( l'ensemble des arêtes de M ;
cl;m ( 0;
pour tout Ti 2 T faire

ci
l;m ( 0;

�n pour
pour tout e 2 E faire

Ti 1 , Ti 2 ( les triangles partagent le bord e;
f i 1 ( la fonction mesurant la distance radiale associée à Ti 1 ;
f i 2 ( la fonction mesurant la distance radiale associée à Ti 2 ;
ci 1

l;m ( ci 1
l;m + jj ejj

n F i 1
� je ; I F i 1

� est calculées à l'aide des équations 4.49 et 4.50

ci 2
l;m ( ci 2

l;m + jj ejj
n F i 2

� je ; I F i 2
� est calculées à l'aide des équations 4.49 et 4.50 .

�n pour
pour tout Ti 2 T faire

cl;m ( cl;m + ci
l;m ;

�n pour
Retourner cl;m ainsi que l'écart type � sur cl;m

métriques sont plus visible dans la �gure 4.9(b) par rapport au cas où l'éva-

luation est effectuée sur les triangles eux-mêmes (cf. la �g ure 4.9(a) ). L'erreur

de précision géométrique correspondante est 31 fois meille ure. Le modèle de

Vase utilisé dans cet exemple contient 68k triangles. Le tem ps de calcul est de

4.8 secondes pour l'évaluation sur les arêtes contre 22 seco ndes pour l'éva-

luation sur les triangles. Ainsi, l'intégration sur les arê tes permet un gain de

temps non négligeable par rapport à l'intégration sur les tr iangles (5 fois plus

rapide).

La �gure 4.10(a) montre la représentation du modèle Max Planck à diffé-

rents niveaux de détails en utilisant les harmoniques sphér iques. Ce modèle

est visualisé de la même manière que l'exemple précédent. Da ns cet exemple,

la tolérance � de l'évaluation de chaque coef�cient est 95%. Le niveau de dé tail

est contrôlé par la valeur de � qui permet de régler la band passante � . Dans

la �gure 4.10(a) , nous avons �xé la valeur de � à 5.0. La valeur correspondant

de � est 32. Pour plus de détail géométrique, nous pouvons diminu er la valeur

de � que dans la mesure où � demeure raisonnable par rapport à la tolérance

d'évaluation des coef�cients (cf. la �gure 4.10(b) ). Dans le chapitre suivant,
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� = 0:031
� = 200

(a) Calcul sur les
triangles

� = 0:001
� = 200

(b) Calcul sur les
arêtes

F IG . 4.9 – Une comparaison entre l'évaluation des coef�cients cl;m par une
évaluation sur les triangles (a) et sur les arêtes des triang les (b). La bande
passante � �xée et le nombre de points, utilisé par Monte Carlo pour calc u-
ler chacun des coef�cients, �xé conduisent à des tolérances différentes pour
l'évaluation de chaque coef�cient cl;m . La différence caractérisant les préci-
sions géométriques dans les deux cas se répercute globaleme nt sur la mesure
d'erreur � entre la surface à modéliser et la représentation harmoniqu e �ltrée.

nous allons illustrer l'ef�cacité de notre représentation en harmoniques sphé-

riques des maillages étoilés à travers un certain nombre d'a pplications comme

la représentation des formes dé�nies à partir de maillages q uelconques ou

même de nuage de points, ainsi que le transfert de texture géo métrique et la

correction locale de surfaces 3D.

� = 5:0(� = 32)
� = 95%

(a)

� = 0:001(� = 224)
� = 95%

(b)

F IG . 4.10 – Le modèle de Max Planck à différents niveaux de détail s.
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Chapitre 5

Extension aux maillages non

étoilés et ses applications
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Dans les chapitres précédents, nous avons proposé une repré sentation fré-

quentielle des objets étoilés en utilisant les harmoniques sphériques. Dans

le cas des objets non étoilés, les algorithmes présentés ne s ont plus appli-

cables directement. Pour appliquer le calcul des harmoniqu es sphériques aux

domaines non sphériques, des étapes de prétraitement sont r equises pour

convertir les objets non étoilés en un ensemble de sous objet s sphériques. Il

existe deux approches, une première utilisant une paramétr isation sphérique

de chacune des trois coordonnées x, y et z et une deuxième utilisant une seg-

mentation volumique.

Dans ce chapitre, nous allons montrer comment étendre les al gorithmes

proposés dans le chapitre 4 après application de ces prétraitements. La pre-

mière section de ce chapitre est consacrée aux objets dé�nis par des maillages

81
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triangulaires. Nous montrons ensuite dans la section 5.2 comment adapter

les techniques obtenues aux objets dé�nis par des ensembles de points.

5.1 Maillages non étoilés

Dans cette section, nous décrivons deux alternatives pour a ppliquer les cal-

culs des harmoniques sphériques aux maillages non étoilés. Nous commen-

çons d'abord par l'utilisation d'une paramétrisation sphé rique. Nous abordons

ensuite la utilisation d'une segmentation du volume délimi té par le maillage

en des sous volumes étoilés.

5.1.1 Paramétrisation sphérique

La paramétrisation des données associées aux maillages 3D e st importante

pour beaucoup d'applications comme le plaquage de texture, le remaillage

ou la métamorphose. Dans ces applications, la plupart des tr avaux de re-

cherche utilise les paramétrisations planaires. Le but con siste à produire une

triangulation planaire dite valide en minimisant une certa ine mesure de dé-

formation [ 26 , 66 , 27 , 87 ]. Dans ce contexte, le terme valide signi�e que les

triangles planaires ne se superposent pas. Bien que la param étrisation pla-

naire du maillage soit la paramétrisation la plus naturelle pour le plaquage

de texture, ce genre de paramétrisation ne convient pas pour de nombreuses

applications. Pour les applications comme la métamorphose [85 , 6, 44 ] ou

le remaillage [ 33 , 53 ], il vaut mieux paramétrer le maillage sur un domaine

topologiquement équivalent au maillage. Ceci réduit la dis tortion dûe à la pa-

ramétrisation et évite les problèmes de coutures consécuti fs à une éventuelle

découpe de la surface maillée. Si le maillage est topologiqu ement équivalent à

la sphère, le domaine de paramétrisation doit être sphériqu e. En effet, la pa-

ramétrisation d'un maillage triangulaire sur la sphère équ ivaut à plonger son

graphe de connectivité sur la sphère de telle sorte que les tr iangles sphériques

forment un partitionnement de la sphère. Les maillages de ge nre zéro peuvent

être toujours paramétrisés sur la sphère.

Une manière simple de paramétriser un maillage triangulair e et fermé sur

la sphère est de ramener le problème au cas planaire [ 35 ]. D'abord, on retire

un triangle pour obtenir une frontière. Ensuite, on dé�nit u ne paramétrisa-
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tion de ce maillage sur le triangle unité en utilisant n'impo rte quelle méthode

de paramétrisation planaire. En�n on utilise la projection stéréo inverse pour

projeter ce triangle sur la sphère. De la même manière, on peu t couper le

maillage en deux sous maillages qui sont topologiquement éq uivalents à un

disque. On paramétrise ensuite chacun de ces sous maillages sur un disque

en �xant la paramétrisation des frontières sur le bord du dis que. On projette

�nalement chaque disque sur une demi-sphère par ajout d'une composant z

appropriée. Les frontières communes garantissent que les d eux demi-sphères

coïncident avec l'équateur. Chacune des deux méthodes préc édentes est sus-

ceptible d'introduire de la distorsion.

Il est plus naturel de paramétriser le maillage directement sur la sphère

sans passer par une paramétrisation planaire. Plusieurs mé thodes existent

pour cela [ 86 , 76 , 31 , 110 , 81 ]. Nous considérons dans cette section la mé-

thode proposée par Zhou et al. [ 110 ] en raison de sa simplicité et de son

ef�cacité. Les principales étapes de cette méthode sont les suivantes.

Étant donné un maillage triangulaire M , la première étape consiste à créer

un maillage progressif MP [38] à partir de M . Les maillages progressifs sont

un outil très utile pour la simpli�cation et la reconstructi on partielle ou totale

d'un maillage triangulaire. L'opération de simpli�cation de base consiste en

une contraction d'arête en un sommet. L'opération inverse c onsiste en l'écla-

tement d'un sommet en une arête. Pour créer la structure de MP , des ap-

pels itératifs à l'opération de contraction d'arêtes sont e ffectués en stockant

les informations nécessaires pour réaliser les opérations inverses. À chaque

contraction d'arête, Zhou et al. stockent des informations supplémentaires

correspondant à une paramétrisation locale des deux sommet s décimés sur

le maillage simpli�é. Étant donné v1 et v2 les deux extrémités de l'arête e

et v le nouveau sommet créé après la contraction de e, une paramétrisation

conformale est utilisé pour aplatir le premier voisinage de v [56 ]. Les deux

sommets v1 et v2 sont ensuite plongés dans cette paramétrisation planaire e n

utilisant une paramétrisation harmonique � [24 ] (cf. la �gure 5.1 ). Supposons

que T0
k = ( q1;k ; q2;k ; q3;k) soit un triangle contenant le point �( vk), k = 1; 2 respecti-

vement. Le plongement peut être exprimé par les coordonnées barycentriques

comme suit :

�( vk) = � k
1q1;k + � k

2q2;k + � k
3q3;k (5.1)

Les coordonnées barycentriques locales de la paramétrisat ion locale des som-
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F IG . 5.1 – Paramétrisation locale de sommets décimés sur le mail lage simpli�é.

F IG . 5.2 – Quelques exemples de la paramétrisation sphérique de maillages de
genre zéro (image extraite de [ 110 ]).
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mets v1 et v2 s'ajoutent à l'information d'éclatement du sommet v en l'arête e.

Elles sont stockées ainsi que les triangles Tk . Cette étape est répétée tant que

le maillage de base n'est pas un tétraèdre.

La deuxième étape consiste à projeter le maillage de base sur la sphère.

Par cette projection, un premier maillage sphérique est obt enu. À partir de ce

maillage, on ajoute les sommets décimés en effectuant les op érations inverses

à celles effectuées à la simpli�cation. Les points ajoutés s ont positionnés sur

la sphère grâce aux coordonnées barycentriques déjà stocké es. Les �gures 2.7

et 5.2 montrent les étapes principales et quelques exemples de la p aramétri-

sation sphérique des maillages triangulaires de genre zéro .

La paramétrisation sphérique du maillage M dé�nit des signaux sphériques

triangulés f x , f y et f z auxquels nous pouvons appliquer notre calcul direct des

harmoniques sphériques au lieu d'appliquer une discrétisa tion régulière sur

la sphère comme fait précédemment par Zhou et al.

Dans la �gure 5.3 , nous illustrons l'intérêt d'utiliser notre méthode plutô t

que la discrétisation utilisée par Zhou et al. [ 110 ]. L'échantillonnage régulier

sur la sphère ignore des détails importants sur la tête du Din osaure, avec une

bande passante � = 128 (cf. la �gure 5.3(a) ). En appliquant notre méthode avec

la même bande passante, on peut voir clairement les détails g éométriques sur

le modèle (cf. la �gure 5.3(b) ). Les coef�cients des harmoniques sphériques

sont calculés avec une tolérance de 95%.

Dans la �gure 5.4 , nous montrons la représentation fréquentielle du mo-

dèle de Bunny de Stanford par les harmoniques sphériques pou r différentes

mesures de précision géométrique dont on rappelle que c'est elle qui détermine

la bande passante. La variation de la mesure de précision géo métrique � crée

une représentation avec un niveau de détail correspondant. La valeur de � est

prise comme un pourcentage par rapport à la diagonale de la bo îte englobant

du modèle. Le temps de calcul de cette représentation est de 6 secondes pour

la bande passante � = 190.

La �gure 5.5 montre d'autres exemples de la représentation de modèles

de genre zéro par décomposition en harmoniques sphériques d e la paramétri-

sation triangulaire sphérique. Les modèles sont d'abord pa ramétrisés sur la

sphère et � est �xé dans ce cas à 0.001. Les valeurs correspondantes de � sont

128, 128, 160 respectivement.
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(a) (b)

F IG . 5.3 – La décomposition des fonctions f x , f y et f z en harmoniques sphé-
riques. (a) Le modèle obtenu après discrétisation régulièr e sur la sphère, la tête
de Dinosaure est sous-échantillonnée avec � = 128 (image extraite de [ 110 ]).
(b) Notre approche avec la même bande passante � = 128 et � = 95%.

(a) (b) � = 24( � =
0:05); � = 95%

(c) � = 48( � =
0:01); � = 95%

(d) � = 190(� =
0:001); � = 95%

F IG . 5.4 – La représentation du modèle de Bunny en harmoniques sp hériques.
(a) La paramétrisation sphérique (b), (c) et (d) quelques ni veaux de détails
correspondent aux valeurs différentes de � 0.05, 0.01 et 0.001 respectivement.

(a) � = 128 (b) � = 128 (c) � = 160

F IG . 5.5 – La représentation de modèles de genre zéro en harmoniq ues sphé-
riques ( � = 0:001et � = 95%).
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5.1.2 Segmentation

Dans cette section, nous montrons comment notre représenta tion fréquen-

tielle peut également être étendu aux maillages 3D non étoil és en utilisant

une segmentation volumique. Cette dernière consiste à divi ser le volume dé-

limité par le maillage en sous-volumes étoilés. Après cette segmentation, le

calcul des harmoniques sphériques est appliqué à chaque par tie séparément.

Les représentations locales sont fusionnées en utilisant l e cadre de surfaces

implicites.

5.1.2.1 Segmentation volumique

Le problème de la segmentation des objets 3D en un nombre mini mum de

sous parties étoilées est un problème ouvert dans le domaine de l'informatique

graphique. Cependant , il existe plusieurs techniques perm ettant de segmen-

ter les modèles complexes en un nombre raisonnable de partie s convexes ou

étoilées. Lien et Amato [ 61 ] ont proposé une mesure de concavité pour diviser

les modèles en parties approximativement convexes selon ce tte mesure. Dey

et al. [ 21 ] ont décomposé le volume borné par un ensemble de points en pl us

petits sous-volumes. Leur segmentation est basée sur la not ion d'attracteur

puis de persistance topologique [ 25 ].

F IG . 5.6 – Les manifolds stables de points maximums décomposent le volume
délimité par le maillage (image extraite de [ 21 ]).

Tout d'abord, Dey et al. étudient les points critiques relat ifs à la fonction de

distance au point le plus proche sur le modèle. Ils les classi �ent comme points

maximums, minimums ou points selles. Les auteurs dé�nissen t ensuite des

structures géométriques correspondant aux points critiqu es maximums. Ils

les appellent les manifolds stables. Ces manifolds stables sont des régions
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compactes qui décomposent le volume délimité par le maillag e (cf. la �gure

5.6 ). Généralement, ces régions sont convexes.

L'algorithme de segmentation fusionne ensuite un certain n ombre de ma-

nifolds stables pour qu'on ait un nombre raisonnable de sous maillag es. La

méthode de base permet d'obtenir un bon candidat pour le choi x du centre ;

le maximum attaché à la région du manifold stable. Mais comme des fusions

peuvent être mises en oeuvre par cet algorithme de segmentat ion entre les

manifolds stables obtenus, le choix d'un centre est moins di rect. Pour cette

raison, nous choisissons les centres de sous maillages à l'a ide de la méthode

d'optimisation aux moindres carrés présentée dans la sous s ection 4.2.2 . La

�gure 5.7 montre quelques exemples de segmentation de maillages 3D.

20 parties 50 parties 50 parties
F IG . 5.7 – Des exemples de segmentation de maillages 3D. Chaque p artie est
représentée par une couleur différente.

5.1.2.2 Fusion des représentations fréquentielles des par ties

Dans cette section, nous associons une représentation impl icite à chacune

des parties sur la base de leur représentation fréquentiell e. La représentation

de l'objet est ensuite obtenue à l'aide de l'opération de mél ange de ces repré-

sentations implicites.

Une fois réalisé le choix de son centre, chaque partie est rep résentée par la

fonction f : S2 ! R qui mesure la distance de ce centre aux points de la partie.

Le calcul des harmoniques sphériques est appliqué à ces fonc tions comme

expliqué dans la section 4.3 .

Considérons f M i : i = 1; : : : ; ng l'ensemble des sous-parties de l'objet et

f f i (�; ' ) : i = 1; : : : ; ng les fonctions sphériques correspondant à la distance
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aux centres f ci : i = 1; : : : ; ng des sous parties. Pour fusionner les parties M i ,

nous associons à chaque fonction f i une fonction gi : R3 �! R, appelée fonction

potentielle et dé�nie comme suit :

gi (p) = f i (�
(p)
i ; ' (p)

i ) � r (p)
i (5.2)

où r (p)
i , � (p)

i et ' (p)
i sont les coordonnées sphériques de p 2 R3 dans le système

de coordonnées sphériques local et centré en ci . Chaque gi a la propriété sui-

vante :

signe(gi (p)) =

8
><

>:

+ si p est �a l0int �erieur de M i ;

� si p est �a l0ext�erieur de M i ;

0 si p est sur M i :

(5.3)

Par conséquent, la surface de M i peut être considérée comme le noyau de

la fonction potentielle gi . Le volume de l'objet M dans sa totalité correspond

à l'union des sous volumes dé�nis par ces surfaces implicite s. La théorie des

R-fonctions [ 73 , 74 , 80 ] fournit un ensemble d'opérations sur les fonctions po-

tentielles. L'opérateur d'union de deux fonctions potenti elles g1 et g2 est dé�ni

comme suit :

g1 [ g2 =
1

1 + a

�
g1 + g2 +

q
g2

1 + g2
2 � 2ag1g2

�
(5.4)

où a(q) = s(g1(q); g2(q)) , s étant une fonction continue arbitraire satisfaisant la

condition suivante :

� 1 < s (t1; t2) � 1

La fonction maximum correspond au cas où s = 1.

Soit M1 et M2 deux parties voisines représentées par les fonctions sphé-

riques f 1 et f 2 mesurant la distance aux centres c1 et c2 respectivement. Les

fonctions potentielles g1 et g2 induites par f 1 et f 2 sont dé�nies par l'équation

5.2 . L'union de ces fonctions potentielles est obtenues par l'o pérateur dé�ni

dans l'équation 5.4 .

Soit ~f 1 et ~f 2 les versions approximées de f 1 et de f 2, respectivement. Après

avoir limité les fréquences à une largeur de bande � , on a pour chaque point

p 2 R3 :

~g1(p) = ~f 1(�
(p)
1 ; ' (p)

1 ) � r (p)
1 (5.5)

~g2(p) = ~f 2(�
(p)
2 ; ' (p)

2 ) � r (p)
2 (5.6)

La fonction potentielle ~g, représentant l'union des parties représentées par
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ĝ1 et ĝ2, peut produire des irrégularités au niveau des jonctions à c ause de

la limitation des fréquences à une largeur de bande donnée, c omme illustré

dans la �gure 5.8(a) . Pour résoudre ce problème, nous remplaçons l'opérateur

(a) (b)

F IG . 5.8 – Fusion des parties du Bunny. (a) Fusion à l'aide de l'op érateur
d'union, (b) Fusion à l'aide de l'opérateur de mélange.

d'union par l'opérateur de mélange (cf. la �gure 5.8(b) ). La forme générale de

l'opérateur de mélange entre des fonctions implicites gi est exprimée comme

une somme pondérée :

G(p) =
X

i

wi (p)gi (p) (5.7)

où wi sont des poids attribués aux fonctions implicites gi . Nous avons utilisé

les B-splines quadratiques b(t) [70 ] pour générer les poids de l'opérateur de

mélange :

wi (p) = b
�

3jjp � ci jj
2Ri

�
(5.8)

de rayons Ri et centré en ci où Ri est le diamètre de la partie M i . Puisque

les B-splines b(t) sont contenus dans l'enveloppe convexe de leurs points de

contrôle, l'utilisation de ces B-splines comme poids de l'o pérateur de mélange

garantit une jonction lisse autour des régions de raccordem ent.

La mesure de précision géométrique est dans ce cas dé�nie com me :

� = max
i

� i (5.9)

Ceci signi�e que si � satisfait une précision géométrique donnée, toutes les

mesures de précision géométrique locale sont inférieures à cette précision. La

surface représentée par le noyau de la fonction potentielle G peut être extraite
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à l'aide d'un algorithme de marching cube.

Les �gures 5.9 et 5.10 montrent quelques exemples de la représentation

d'objets 3D de genre quelconque en utilisant les harmonique s sphériques

après segmentation volumique. La segmentation des modèles de Bunny de

Stanford, Happy Buddha et de Armadillo sont présentées dans la �gure 5.7 .

Ces objets sont segmentés respectivement en 20, 50 et 50 part ies, alors que

les modèles du Dragon, du Dinosaure et du Tyra sont respectiv ement seg-

mentés en 50, 70 et 50 parties. La tolérance d'évaluation des coef�cients et la

mesure de précision géométrique � sont �xées à 95% et 0.001 respectivement

pour tous les modèles. Les bandes passantes satisfaisant ce tte précision sont

160, 450, 320, 256, 350, 320 respectivement.

5.2 Surfaces représentées par des nuages de points

Proposées comme une alternative aux surfaces polygonales, les surfaces

représentées par des nuages de points ont fait l'objet de nom breux travaux.

En effet, les progrès matériels depuis une dizaine d'années permettent aujour-

d'hui de traiter des maillages volumineux en temps réel. Mai s dans le même

temps, la dé�nition des écrans n'a pas beaucoup évolué. En ef fet, les tailles

des triangles sont parfois plus petites qu'un pixel à l'écra n. Ainsi, le para-

digme du point s'est imposé comme une bonne alternative, réd uisant l'espace

mémoire des modèles en oubliant la composante topologique e xplicite présente

dans les surfaces polygonales. Cette absence de topologie e xplicite permet no-

tamment d'établir une structure multirésolution plus simp le sur un nuage de

points.

Grâce à la localité des calculs de la représentation en harmo niques sphé-

riques et à l'opérateur de mélange, il suf�t de construire de s triangulations lo-

cales pour généraliser notre calcul aux surfaces représent ées par des nuages

de points. Cette généralisation s'appuie sur cinq étapes :

– décomposer spatialement le nuage de points en cellules de s orte que le

patch contenu dans chaque cellule ne contienne pas de plis,

– trouver la sphère approximant les points dans chaque cellu le,

– trianguler localement la projection de chaque patch sur sa sphère ap-

proximante,

– appliquer notre calcul sur les arêtes de ces triangulation s locales,
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F IG . 5.9 – Représentation d'objets 3D en utilisant les harmoniq ues sphériques.
Les modèles de Bunny, Happy Buddha et Armadillo sont segment és en 20, 50
et 50 parties respectivement. � est �xée à 0.001 et les valeurs de � correspon-
dantes sont 160, 450 et 320 respectivement ( � = 95%).

F IG . 5.10 – Les modèles de Dragon, Dinosaure et Tyra sont segment és en 50,
70 et 50 parties. � est �xée à 0.001 et les valeurs de � correspondantes sont
256, 350 et 320 respectivement ( � = 95%).
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– fusionner les représentations locales dans le cadre des su rfaces impli-

cites.

(a) (b) (c) (d)

F IG . 5.11 – Les étapes principales de la généralisation de notre approche aux
nuages de points non étoilés ; (a) la décomposition spatiale du nuage de points
(b) les sphères approximant chaque cellule (c) les triangul ations locales (d)
l'objet après application du calcul des harmoniques sphéri ques.

Bien entendu, ces étapes sont également applicables si l'ob jet est maillé. Dans

ce cas, nous n'avons pas besoin de remailler localement la su rface car chaque

patch est déjà maillé. La �gure 5.11 illustre les étapes précédentes pour un

modèle non étoilé et de genre non nul.

Dans cette partie, les points sont équipés d'une normale. C' est une hy-

pothèse non restrictive quand on travaille sur des objets re présentés par un

ensemble de points. En effet, en l'absence de normales, les d irections des

normales à la surface sont estimées par une méthode de moindr e carré. Une

orientation consistante de ces directions est ensuite obte nue à l'aide d'une

propagation sur un arbre couvrant de poids minimal de l'ense mble de points

[39 ].

Étant donné un ensemble de points munis d'une normale, le but de cette

section est de décomposer cet ensemble en des morceaux surfa ciques étoilés.

Les kd-arbres [ 77 ] sont des structures hiérarchiques d'objets simples et ef� -

caces à manipuler. Nous avons utilisé cette structure pour s ubdiviser la boite

englobant les points de l'objet. Pour chaque noeud interméd iaire dans le kd-

arbre, nous avons utilisé le critère de subdivision proposé par Boubekeur et

al. [ 14 ]. Dans cette méthode, le noeud C i est subdivisé si la condition suivante
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n'est pas satisfaite :

8p 2 C i =) np � n i > � � 2 [0 1] (5.10)

où np est la normale associée à p et n i est la normale moyenne dans le noeud

C i . Cette condition favorise la propriété que les feuilles de l 'arbre kd ne contie-

nnent pas de plis. Cela signi�e que les points correspondant s sont projetables

sur la sphère approximant chaque noeud (cf. la section 4.2.2 ) de sorte que

cette projection maintient le voisinage local de chaque poi nt. La �gure 5.11(a)

montre la décomposition spatiale d'un modèle 3D, alors que l a �gure 5.11(b)

illustre la construction des sphères approximant chaque no eud.

Puisque la projection des points sur la sphère est convexe, l a triangulation

de leur enveloppe convexe peut être considérée comme une app roximation

du morceau de la surface contenant ces points. Soit K le nombre moyen de

points dans chaque feuille et N le nombre de feuilles. N est beaucoup moins

élevé que le nombre total de points. La complexité calculato ire de toutes les

triangulations locales est de N � O(K logK ). Cette complexité est inférieure à

la complexité de la reconstruction globale de l'objet. La �g ure 5.11(c) montre

les triangulations locales de la décomposition spatiale il lustrée dans la �gure

5.11(a) .

Après triangulation locale de chaque feuille, les calculs d es harmoniques

sphériques sont appliqués sur cette triangulation. La fusi on des représenta-

tions locales en harmoniques sphériques est faite d'une man ière similaires à

celle présentée dans la section 5.1.2.2 .

Reconstruction de surface

Récemment, plusieurs approches ont été proposées pour tent er d'interpo-

ler ou d'approximer un nuage de points par une surface implic ite. En par-

ticulier, les travaux de Turk et O'Brien sur les surfaces imp licites interpo-

lantes [ 99 ] constituent une approche relativement robuste pour le pro blème

de la reconstruction de surface. Ils proposent d'utiliser l es fonctions à base

radiale (RBF) pour satisfaire un ensemble de contraintes dé �nissant la forme.

Ces contraintes sont des points de l'espace qu'on stipule ex plicitement comme

étant sur la surface (le nuage de points à reconstruire), ou b ien encore à l'in-

térieur ou à l'extérieur de l'objet. Cette méthode marche ju squ'à concurrence
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de quelques centaines de points en entrée. On trouvera un tou r d'horizon des

approches les plus récentes dans [ 7].

F IG . 5.12 – Exemple de la représentation de la surface par une fon ction impli-
cite (image extraite de [ 5]).

L'application de la reconstruction de surface à l'aide de no tre représenta-

tion fréquentielle consiste à effectuer la création d'une i so-surface approxi-

mant le nuage de points (cf. la �gure 5.12 ). Un algorithme de Marching Cube

est ensuite appliqué pour mailler cette surface. Étant donn é un nuage de

points muni de normales, nous appliquons les étapes illustr ées dans la �-

gure 5.11 . Une fonction implicite locale est associée à chaque morcea u de la

surface :

gi (p) = f i (�
(p)
i ; ' (p)

i ) � r (p)
i (5.11)

où (r (p)
i ; � (p)

i ; ' (p)
i ) sont les coordonnées sphériques du point p 2 R3 dans le sys-

tème de coordonnées sphériques local et centré en ci . La surface entière est

donnée par l'iso-surface de la fonction G :

G(p) =
X

i

wi (p)gi (p) (5.12)

où les poids wi sont identiques à ceux présentés dans la section 5.1.2.2 .

Les �gures 5.13 , 5.14 et 5.15 montrent un exemple de reconstruction d'une

surface approximant un nuage de points munis de normales. Le s valeurs dif-

férentes de la précision géométrique � correspondent à des niveaux de détails

sur l'objet. Les valeurs de � sont prises comme un pourcentage par rapport à

la boite englobante du nuage de points.
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(a) � = 0 :5,� =
95%

(b) � = 0 :05,� =
95%

(c) � = 0 :001,� = 95%

F IG . 5.13 – Le modèle de Thai à différents niveaux de détails, le m odèle initial
est donné comme un nuage de points orientés de taille 3000k po ints. Ces
niveaux de détails correspondent à � = 0.5, 0.05 et 0.001 respectivement.
Les valeurs de � sont prises comme un pourcentage par rapport à la boite
englobante du nuage de points. Les valeurs de � sont (a) � = 24 (b) � = 64 (c)
� = 480 (� = 95%).

5.3 Applications

La représentation fréquentielle d'objets 3D que nous avons proposée offre

toute une variété d'applications. Nous l'avons appliquée à la reconnaissance de

formes 3D, au �ltrage de surfaces, à la reconstruction de sur face, au transfert

de texture géométrique et à la correction locale de surface. Dans les sous

sections suivantes, nous monterons quelques exemples de ce s applications.
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(a) � = 220 (b) � = 256 (c) � = 192

F IG . 5.14 – Reconstruction à l'aide des harmoniques sphériques (� = 0:001 et
� = 95%) de nuages de points orientés.

(a) � = 480 (b) � = 480

F IG . 5.15 – Reconstruction à l'aide des harmoniques sphériques (� = 0:001 et
� = 95%) de nuages de points orientés.
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5.3.1 Transfert de texture géométrique

Les textures géométriques nous permettent de rendre la gran ularité géo-

métrique qui ne peut pas être rendue correctement en utilisa nt une technique

simple de variation de couleur [ 22 , 23 ]. Grâce à l'aspect fréquentiel de la repré-

sentation en harmoniques sphériques, les détails géométri ques correspondent

aux composants des hautes fréquences. Pour transférer des d étails géomé-

triques d'un patch sphérique vers un autre, il suf�t d'ident i�er les coef�cients

de harmoniques sphériques correspondant à ces détails et de les ajouter à la

représentation fréquentielle de la surface cible.

Étant donné un patch sphérique S contenant les détails géométriques,

l'objectif est de transférer ces détails vers un autre patch U. Comme expli-

qué avant, les composants de hautes fréquences encodent ces détails géomé-

triques. Le nombre de ces composants est un paramètre dé�ni p ar l'utilisateur

pour identi�er le niveau de détails à extraire de la surface S.

Supposons que ns et nu sont les normales moyennes des surfaces S et

U respectivement. Nous avons deux cas ; le premier est quand ns et nu ont

la même direction et la deuxième quand ils ont deux direction s différentes.

Dans le premier cas, le transfert de texture est simplement l 'ajout des coef-

�cients des hautes fréquences de S aux leur correspondants dans U. Dans

le deuxième cas, l'ajout de coef�cients plonge les détails g éométrique en de-

hors de la surface U. Pour résoudre ce problème, les deux surfaces S et U

se sont aligner pour que les deux directions de ns et nu coïncident. En effet,

la rotation d'une fonction représenté en harmoniques sphér iques peut être

effectuée ef�cacement grâce à l'algorithme proposé par K �rivánek et al. [ 54 ].

Au contraire des techniques de transfert de texture géométr ique à partir d'un

exemple [ 55 , 12 ], notre approche n'exige pas une création d'un ensemble de

champs vectoriel sur la surface. Cependant, notre approche restreint le trans-

fert aux texture paramétrisable sur la sphère. Ainsi, certa ins types de texture

, l'épine par exemple, ne peuvent pas être transférés par ce s chéma. La �gure

5.16 montre un exemple du transfert de texture géométrique du dos d'Arma-

dillo au dos de Bunny par les harmoniques sphériques. La �gur e 5.17 montre

le recouvrement par un texture dé�nie régulièrement sur la s phère.



5.3 Applications 99

F IG . 5.16 – Transfert de texture géométrique à l'aide des harmon iques sphé-
riques.

F IG . 5.17 – Transfert de texture géométrique à l'aide des harmon iques sphé-
riques.
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5.3.2 Correction locale de surface

À l'étape d'acquisition d'objets 3D, les scanners 3D introd uisent localement

dans les données du bruit de numérisation dont l'amplitude d épend de leur

précision. L'édition locale des surfaces 3D est très utile d ans ce cas. Les opéra-

tions de l'édition des surfaces exigent dans la mesure de pos sible de préserver

les détails géométriques de la surface. Nous arguons du fait que les détails

géométriques sont une propriété intrinsèque de la surface e t que, par consé-

quent, l'édition des surfaces est mieux effectuée par le fon ctionnement d'une

représentation intrinsèque de la surface.

Grâce au calcul local des harmoniques sphériques, nous pouv ons répa-

rer les discontinuités trouvées sur les surfaces 3D par élim ination des com-

posants des hautes fréquence dans la représentation fréque ntielle du patch

contenant cette discontinuité. Ceci n'affecte les détails géométriques apparte-

nant aux autres patches. La �gure 5.18 montre un exemple de la réparation

de la discontinuité trouvée sur la �gure de Igea. Cette opéra tion n'est pas équi-

F IG . 5.18 – Réparation de la discontinuité trouvée sur la �gure d e Igea.

valente au �ltrage du modèle. En fait, le �ltrage d'un modèle affecte toute la

surface de ce modèle alors que dans notre cas l'effet est loca l et tous les autres

détails géométriques sont préservés.
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5.3.3 Compression

Les représentations fréquentielles de surfaces peuvent êt re utilisées pour

la compression et la transmission progressive des modèles 3 D. En effet, les

composants correspondant aux basses fréquences re�ètent l a forme générale

de l'objet alors que les hautes fréquences correspondent au x détails géomé-

triques. En fait, le taux de compression dépend également du nombre de par-

ties segmentant l'objet. Le tableau 5.1 montre les taux de compression des

modèles présentés dans les �gures 5.9 et 5.10 . Le taux de compression est

calculé comme le rapport entre la taille de l'objet obtenu à l a taille de l'objet

d'entrée. Nous pouvons remarquer que ce taux est moins fort q uand l'objet est

segmenté en un grand nombre de parties. L'information de sto ckage présentée

Modèle # Points #T # Parties % max�
Bunny 35,947 69,451 20 31% 160
Dinosaure 56,194 112,384 70 69% 350
Tyra 100,000 200,000 50 27% 320
Phlegmatic Dragon 240,057 480,076 50 23% 256
Armadillo 172,974 345,944 50 16% 320
Happy Buddha 543,652 1,087,716 50 11% 450

TAB . 5.1 – Le taux de compression correspondant à � = 0:001et � = 95%.

dans ce tableau est brute. Pour avoir des véritables taux de c ompression, nous

pouvons utiliser des algorithmes exploitant la redondance de l'information.
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Chapitre 6

Conclusions et Perspectives

Dans cette thèse, nous avons apporté des contributions théo riques aux re-

présentations d'objets 3D utilisant les harmoniques sphér iques. Ces représen-

tations peuvent s'appuyer sur deux types de fonctions repré sentant l'objet. La

première correspond à la fonction indicatrice de l'interse ction d'un objet avec

une sphère alors que la deuxième est la fonction mesurant la d istance radiale

des points d'un maillage étoilé. Étant donné un objet 3D, nou s nous sommes

focalisés sur le calcul des coef�cients des harmoniques sph ériques directe-

ment sur le maillage de l'objet, sans voxelisation de l'espa ce dans lequel est

plongé l'objet. Dans le cas de la fonction décrivant la dista nce au centre des

points d'un maillage étoilé, nous avons abordé deux techniq ues pour calculer

ces coef�cients. Le point commun de ces deux techniques est q ue les coef�-

cients intervenant dans le développement des ces fonctions en harmoniques

sphériques sont calculés directement à partir de la descrip tion du maillage.

Dans la première technique, nous avons proposé un mode de cal cul direct

sur les triangles du maillage. Ceci nous donne plus de contrô le sur la tolé-

rance de l'évaluation. De plus, le temps de calcul est linéai rement dépendant

par rapport au nombre de triangles dans le maillage. Dans la d euxième tech-

nique, nous sommes allés plus loin dans cette évaluation pou r montrer que le

calcul des coef�cients peut se faire sur les arêtes du mailla ges au lieu des tri-

angles ce qui permet de passer à des évaluations unidimensio nnelles. Pour ce

faire, nous avons exploité le théorème de Curl. Un tel mode de calcul présente

plusieurs avantages :

? Évaluation ef�cace. L'évaluation des coef�cients des harmoniques sphé-

riques est distribuée sur les arêtes grâce au théorème du Cur l qui
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permet de réduire les évaluations sur les triangles à des éva luations

sur les arêtes.

? Contrôle d'erreur. L'évaluation des coef�cients des harmoniques sphé-

riques est faite par une méthode de Monte Carlo qui génère un e n-

semble de points aléatoires distribués uniformément sur le s arêtes.

La tolérance d'évaluation de chaque coef�cient est directe ment liée

au nombre de points générés sur chaque arête. De plus, lorsqu e la

transformée en harmoniques sphériques est utilisée pour le �ltrage,

le contrôle sur l'approximation géométrique globale se fai t à l'aide

d'une fonction distance adhoc qui permet de calculer les coe f�cients

progressivement jusqu'à une bande passante appropriée.

? Calcul local. Le calcul est fait localement et directement sur la descrip-

tion surfacique de l'objet sans voxelisation et paramétris ation sphé-

rique. Ceci peut être intéressant pour un portage sur carte g raphique

de ces calculs.

Par la suite, nous nous sommes intéressés à appliquer cette m éthode sur

des objets non étoilés. Il s'agit de proposer une généralisa tion de cette méthode

en décomposant ces objets 3D en un ou plusieurs sous domaines sphériques.

En particulier, les objets de genre zéro sont homomorphique s à une sphère.

Ils peuvent donc être paramétrisés sur une sphère en appliqu ant un algo-

rithme de paramétrisation sphérique à leur maillage triang ulaire. Les calculs

des harmoniques sphériques sont ensuite appliqués à la fonc tion sphérique

dé�nie sur cette paramétrisation. Autrement, les objets de genre non nul sont

tout d'abord segmentés en un ensemble de sous objets étoilés . Les calculs

des harmoniques sphériques sont ainsi appliqués localemen t sur ces sous ob-

jets. Finalement, les représentations locales en harmoniq ues sphériques sont

fusionnées dans le cadre de surfaces implicites pour une rec omposition de

l'objet 3D.

La représentation fréquentielle d'objets 3D en harmonique s sphériques �-

gure dans une variété d'applications. Dans le cadre de nos tr avaux, nous

l'avons appliqué à la reconnaissance de formes 3D, au �ltrag e de surface,

au transfert de texture géométrique, au traitement local de surfaces, à la com-

pression géométrique et à la reconstruction de surface à par tir d'un nuage de

points.

L'approche que nous avons présentée dans cette thèse présen te cependant
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des limites qui touchent sa performance et son ef�cacité :

– Connaissance de la normale. L'évaluation des coef�cients des harmo-

niques sphériques sur les arêtes du maillage nécessite la co nnais-

sance de la normale à la surface. Ceci restreint l'applicabi lité de l'ap-

proche aux surfaces, ou nuages de points, munis de normales.

– La discrétisation sur les arêtes. Même si le calcul des coef�cients des

harmoniques sphériques est réduit à des évaluations sur les arêtes

sans voxelisation globale, ces coef�cients sont évalués pa r une dis-

crétisation local sur les arêtes. Nous voudrions ainsi évit er com-

plètement la discrétisation sur les arêtes. De plus, nous vo udrions

étendre ce calcul au cas de la fonction indicatrice.

– Segmentation surfacique et l'opérateur de mélange. La segmentation

surfacique décompose l'objet en un grand nombre de morceaux sur-

faciques. Ceci entraîne ensuite la nécessité de recomposer les mor-

ceaux en utilisant un cadre qui ne respecte pas forcément les sou-

cis de décomposition fréquentielle. En effet, la fusion des morceaux

locaux de l'objet segmenté est faite à l'aide de l'applicati on de l'opé-

rateur de mélange à leur représentation fréquentielle. L'o pérateur de

mélange est appliqué dans le domaine spatial alors que les ob jets

sont représentés dans le domaine fréquentiel. Ainsi, nous n 'avons

pas une forme fréquentielle globale de l'objet. Nous avons d onc be-

soin d'un opérateur de mélange fréquentielle.

– Le transfert de texture. Le transfert de texture géométriques par les

harmoniques sphériques restreint l'application aux détai ls géomé-

triques qui peuvent être plongés sur une sphère. Par exemple , “les

épines” ne peuvent pas être transférés par cette méthode.

En�n, avant de conclure cette thèse, quelques questions mér itent de faire

l'objet de futurs travaux.

– La segmentation. Les objets non étoilés ont été segmentés en des par-

ties étoilées. Cependant, cette segmentation ne garantit p as un nombre

raisonnable de sous parties. Nous cherchons une méthode de s eg-

mentation qui puisse produire une nombre raisonnable de sou s par-

ties. Cette méthode nous permettra d'exploiter l'aspect de compres-

sion de la représentation fréquentielle.

– Le Laplacien. Il est possible de considérer le Laplacien comme base de
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la décomposition fréquentielle grâce à la propriété d'orth ogonalité de

ses fonctions propres. Nous voudrions exploiter notre mode de calcul

sur cet opérateur pour avoir d'une part des fonctions de base adaptée

à la géométrie et à la connectivité de l'objet, et plus de cont rôle sur

la représentation de l'objet d'autre part.

D'autres questions intéressantes concernent l'extension de notre mode de cal-

cul à d'autres représentations fréquentielles, comme les o ndelettes par exemple.



Annexe A

La base des harmoniques

sphériques

L'équation de Laplace dans le système de coordonnées sphéri ques est ex-

primé comme suit :
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On suppose que la solution présente des variables séparées : f (r; �; ' ) = R(r )�( � )�( ' ).

L'équation devient donc :
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La première partie est indépendante de � et ' , la seconde partie est indépen-

dante de r . Chaque terme doit donc être égal à une constante sans dimens ion

dont la somme pourra s'annuler. Pour le premier membre :

1
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En cherchant des fonctions polynomes du type : R = r a, on trouve pour la

solution :

R = l(l + 1)( r l + r � (l+1) ) (A.3)
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F IG . A.1 – Le polynôme de Legendre associé Pm
l . Le nombre de passage par

zero d'un polynome de degré l et d'ordre m est exactement l � m.

pour le troisième membre :
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En cherchant des fonctions trigonométriques du type : � = e�' , on trouve pour

la solution :

�( ' ) = eim' (A.4)

En remplaçant R et � , l'équation du Laplacien devient une équation en � seule-

ment, que l'on peut écrire :
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Avec x = cos� , on obtient :
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Les fonctions solutions de cette équation sont les polynome s de Legendre

Pm
l (cos� ), qui n'existent que pour des valeurs entières et positive de l et des

valeurs entières de m entre � l et + l (cf. la �gure A.1). La solution de l'équation

de Laplace est donc :

f (r; �; ' ) = RPm
l (cos� )eim'

La partie angulaire de cette solution est appelé les harmoni ques sphériques

Y m
l (�; ' ).
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Titre : Calcul ef�cace et direct des représentations de maillages 3D u tilisant les har-
moniques sphériques

Résumé Dans le domaine de l'informatique graphique, les harmoniques sphériqu es
jouent un rôle important dans des applications aussi variées que l'il lumination glo-
bale, le rendu, le �ltrage de surface et la reconnaissance de forme . La transformée
en harmoniques sphériques permet de réaliser l'analyse fréquentiell e de fonctions
dé�nies sur une sphère. Nous nous intéressons ici au cas particulier des fonctions
sphériques dé�nissant un maillage (maillage d'une surface étoilé e, BRDF linéaire par
morceaux, fonction indicatrice de l'intersection entre un objet et une sphère 3D) et
nous offrons un algorithme permettant de calculer les coef�cients de la transformée
en harmoniques sphériques directement à partir des triangles ou des a rêtes compo-
sant le maillage. Cet algorithme s'accompagne d'une analyse permett ant de contrôler
la précision et l'erreur géométrique commise suite à des opératio ns de �ltrage. On
évite ainsi les problèmes d'erreur systématiques liés à une voxe lisation régulière de
l'espace dans lequel est plongée la forme 3D. Nous avons appliqué ces résultats dans
une variété d'applications telles que le �ltrage, le transfert de tex ture géométrique, la
reconstruction de surface.

Title : Direct and ef�cient computation of representations of 3D meshes using the
spherical harmonics

Abstract In the computer graphics community, the spherical harmonics play an
important role in many �elds such as rendering, global illumination, surface �ltering
and shape matching. The spherical harmonics transform allows the spectral analysis
of functions de�ned on the sphere. We are interested in the case where t he sphe-
rical functions de�ne a mesh (star-shaped meshes, BRDF, indicator f unction of the
intersection of an object and a sphere). We propose an algorithm whic h enables to cal-
culate the coef�cients of the spherical harmonics transform directly from the triangles
or the edges of the mesh. This algorithm is accompanied with an analysi s allowing the
control of the geometric error precision resulting from the �ltering operations. So we
avoid the error problems relative to the regular voxelization o f the space containing
the 3D form. We have applied these results in a variety of applicat ion such as the
�ltering, the geometric texture transfer and the surface reconstructi on.
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